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APRESENTACAO

0l3, aluno(a)! Boas-vindas a mais uma aula de Geometria. Neste capitulo, vamos nos

aprofundar nas medidas dos segmentos, em especial, nos tridangulos.
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GEOMETRIA PLANA: SEGMENTOS

1. SEMELHANGA DE TRIANGULOS

1.1. SEMELHANGA DE TRIANGULOS

Dois triangulos sao semelhantes Nesse caso, 0s
seus lados sao proporcionais.
O caso mais simples e comum de semelhanga acontece quando se traca uma reta

paralela a um dos lados de um triangulo. Vejamos:

A

B C

Quando tragamos uma reta paralela a um dos lados, os angulos definidos nos vértices
D e E sdo iguais, respectivamente, aos angulos definidos nos vértices B e C. Desse modo, o
tridangulo maior (ABC) e o menor (ADE) sao semelhantes.

O enunciado classico do problema de semelhanga de tridangulos é:

AB AC BC
AD _ AE _DE
Para vocé saber quais lados devem ser colocados nas proporgoes, basta olhar os lados
paralelos. Note que AB e AD sao paralelos — na realidade, o lado AB é uma continuagao de
AD. Por isso, esses dois lados devem ser colocados na razao.
Analogamente, o lado AC é uma continuagao do lado AE. Por esse motivo, eles também
sao colocados na mesma fragao. E, por fim, o lado BC é uma continuagao do lado DE. Logo,

eles sdo colocados na mesma fragao.
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Vocé deve manter a consisténcia nos numeradores e denominadores. Nesse caso,
optamos por colocar os lados do tridngulo maior sempre no numerador e os lados do
tridngulo menor sempre no denominador. Poderiamos ter feito o contrario também, sem

problemas. O importante é vocé manter a consisténcia.
Vejamos um exemplo. Sao fornecidos os seguintes dados

I Com base nesses dados, sera que podemos calcular os lados AD e AE? ]

Podemos sim, basta utilizar a relagdo de semelhanca:

AD AE DE
AB ~ AC BC
x_y_G
1215 9
Por fim, basta resolver a proporgao:
X 6. 012 o
12 9 ¥TA T
y 6 6.15
;5 97 9

Uma variante desse problema acontece quando tragcamos a paralela por fora do tridangulo

Ficam dois triangulos, sendo um de cabega para baixo, mas com os lados todos paralelos
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B C

Nesse caso, podemos dizer que os triangulos sao semelhantes devido as igualdades
entre angulos:

os dois angulos com vértice em A (BAC e EAD) sao opostos pelo vértice, portanto,
sao iguais;
os angulos ABC e ADE sao iguais, porque sao angulos entre retas paralelas, ja que o
segmento BC é paralelo ao segmento DE e o segmento AC é paralelo ao segmente AE;
os angulos ACB e AED sao iguais, porque também sao angulos entre retas paralelas,
ja que o segmento AC é paralelo ao segmento AE e o segmento BC é paralelo ao

segmento ED.
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Podemos, entao, aplicar também a semelhanga:

AB AC BC
AD  AE DE

Para isso, usamos as mesmas regras do caso anterior. Como os lados AB e AD sao
paralelos, eles foram colocados na mesma fragdo. Analogamente, o lado AC é paralelo ao
lado AE, entao, eles sao colocados na mesma fragao. Por fim, os lados BC e DE sao paralelos.

Além disso, devemos manter a consisténcia: no numerador, sempre os lados do tridngulo

ABC e, no denominador, sempre os lados do tridngulo ADE.

001. (FGV/PREFEITURA DE SALVADOR/BA/TECNICO DE NiVEL SUPERIOR II/DIREITO/2017) A
figura a seguir mostra um rio de margens retas e paralelas.
Jodo, que estd em uma das margens, gostaria de obter uma medida aproximada da largura
do rio. Para isso, adotou o seguinte procedimento:
buscou um ponto de referéncia na margem oposta e encontrou a pedra P;
fixou uma estaca no ponto A, de forma que AP fosse perpendicular ao rio;
caminhou paralelamente ao rio, fixou uma estaca em B e depois outra em C;
a partir de C, caminhou perpendicularmente ao rio até que, no ponto D, viu as estacas
B e P alinhadas com D;
fixou mais uma estaca nesse ponto e, com uma trena, mediu as distancias AB=20m,
BC=6meCD=38,4m.

A distancia, em metros, de A até P é de:
a) 22,6
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b) 24,0
c) 25,5
d) 27,2
e) 28,0

+=

< %
Observe que os triangulos PAB e BCD sao semelhantes, assim temos:

PAB = BCD
ﬁ_ﬁ
AB  BC
ﬁ_zu
84 6
57 20.84 168 84 28
 e— D — i — m
6 3

Letra e.

1.1.1. TEOREMA DE TALES

O Teorema de Tales € uma consequéncia da semelhanga de tridangulos. Esse teorema
aparece quando se tem um feixe de retas paralelas e duas transversais. Na situagao mostrada

a seguir, asretasr, s e t formam um feixe de retas paralelas.

A D
r

B E
S
t C F
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Pelo Teorema de Tales, os segmentos das transversais definidos entre cada uma das
retas paralelos sao proporcionais. Isso significa que:

Y \e AB DE

S —
/ \ BC EF
C F

Observe que, no denominador das expressdes, temos os segmentos AB e DE, que sao

os segmentos definidos pelas transversais entre asretasres.

Por outro lado, os segmentos BC e EF sao os segmentos definidos pelas transversais
entre asretasse t.

002. (VUNESP/PREFEITURA DE CANANEIA/PROFESSOR DE ENSINO FUNDAMENTAL/2020)
Em um livro didatico, consta a seguinte figura:

Sobre essa figura, ha informacgodes, no livro, de que as retas que contém os pontosMe P, N
e Q, e O e Rsao paralelas, e que as medidas dos segmentos de extremidades MN, PQ e PR,
em certa unidade de medida u, sao iguaisa 5 u, 4 ue 9 u, respectivamente.

Como exercicio, é solicitado que o aluno determine a medida do segmento NO, na unidade
de medida u, cuja resposta correta é:

a) 5,25.

b) 5,50.
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c) 5,75.
d) 6,00
e) 6,25.

+=

< X

Observe a figura a seguir.

Segundo o Teorema de Tales, podemos afirmar que:

MN _ PQ
NO QR

MATEMATICA
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A medida do segmento QR foi mostrada acima e é igual a 5u, pois corresponde a diferenga

entre o segmento total PR = 9 u e o segmento PQ = 4 u. Assim, substituindo as medidas

dos segmentos no Teorema de Tales, temos:

Letra e.

Su 4u
NO 9u—4u

Su _ 4u

NO  5u
NO = 5u-5u

4y

NO — 25u?

- 4u
~NO = 6,25u

gran.com.br
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1.2. CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Dois triangulos sdo congruentes quando possuem todos os lados e todos os angulos iguais.
Um tridangulo tem 3 lados e 3 angulos, totalizando 6 medidas. Como existe uma relagao

de compromisso entre lados e angulos, para reconhecer dois tridngulos semelhantes, s6
€ necessario reconhecer a igualdade entre 3 dessas medidas, sendo, pelo menos um lado.
Caso LLL (lado, lado, lado): esse é o caso mais simples em que sabemos que todos

os lados sao iguais.

A
D 7
F
8 7
8 6
B C
6 E

Figura 15: Congruéncia LLL

Nesse caso, podemos concluir as seguintes relagdes entre os angulos internos de
ABC e DEF:

Figura 15: Conclusées sobre a Congruéncia LLL
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E importante que vocé ndo perca de vista as oposi¢cdes entre lado e angulo. O angulo
(beta) € o angulo oposto ao lado de comprimento igual a 7 em ambos os tridangulos.
Caso LAL (lado, angulo, lado): se formos capazes de provar que dois lados sdo iguais
e o angulo formado entre eles também é igual, os dois tridngulos serdo congruentes.
Caso ALA ou LAA (angulo, lado, angulo): quando dois dngulos sdo congruentes e um
lado qualquer dos tridangulos é congruente.

1.3. PROPRIEDADES DAS TANGENTES AS CIRCUNFERENCIAS

Considere que tenhamos uma circunferéncia qualquer um ponto P externo a ela.

Uma propriedade interessante é que, quando duas tangentes a circunferéncia se
encontram em um ponto P externo a ela, os segmentos tangentes PA e PB possuem o

mesmo comprimento.

PA = PB
A explicagao para essa propriedade requer o conhecimento de semelhanga de triangulos.
Podemos tragar o segmento OP e notar que os tridngulos OBP e OAP sao um caso de
congruéncia LAL.
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Os tridngulos OAP e OBP sao congruentes, porque possuem ambos um angulo reto e
dois lados iguais:

+ L:oslados OB = OA = R, que sdo iguais ao raio da circunferéncia;

+ A:ambos os tridangulos OAP e OBP possuem um angulo reto;

+ L:olado OP é comum aos dois triangulos.

Como possuem dois lados e um angulo iguais, eles sao triangulos congruentes. Assim,
podemos concluir que:

As medidas PA e PB sao iguais;

O segmento OP é bissetriz do angulo ABP.

2. TRIANGULOS RETANGULOS

Um tridngulo retangulo é aquele que possui um angulo reto (90°). Esse nome deriva do
fato de que eles podem ser obtidos a partir de cortes em um retangulo.
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Nesse tipo de tridngulo, os lados recebem denominagdes especificas:
- hipotenusa (a): € o maior lado, sempre oposto ao angulo reto;
- catetos (b e c): sdo os dois lados que formam o angulo de 90°.

C

A C B

Perceba que, no triangulo retangulo, um cateto é a altura relativa em relagao ao outro.

Por isso, a sua area pode ser expressa simplesmente pela metade do produto dos catetos.
bc
2
Os angulos internos nos vértices dos catetos sdao ditos complementares, porque a soma
deles é sempre igual a 90°. A razao para isso é que, como visto anteriormente, a soma dos

angulos internos de um triangulo é sempre igual a 180° e um dos angulos no vértice A é o

angulo reto, de 90°. Entao, temos:

C
90° + B +y = 90°

# B +y =90°

A C B

Uma relagdao métrica muito importante é o Teorema de Pitagoras, que estabelece que

o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos.
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Uma demonstragao simples do Teorema de Pitdgoras é tragando um quadrado de lado

(b + ¢) e marcar nele alguns pontos convenientes:

b c

>

C b

Observe que, ligando os pontos destacados acima, podemos construir quatro triangulos

retangulos. Todos eles terdao a mesma hipotenusa a.

b C

A area de um quadrado é igual ao lado ao quadrado. Desse modo, o lado do quadrado
grande é igual a (b + c)?. Mas, essa area pode ser expressa também como a soma da area
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do quadrado menor, de lado a, com a area dos quatro tridngulos retangulos pequenos de
lados a, b e c. Assim, podemos escrever:

(b+c¢)> =da*+4S
Os quatro triangulos sao congruentes, ou seja, possuem exatamente os mesmos lados
e angulos. Portanto, suas areas sao iguais.

A area de um triangulo retangulo pode ser obtida como a metade do produto dos
catetos. Assim, temos:

Podemos substituir essa informacao na relagdao obtida anteriormente:
(b+c¢)? =a?+4s

b.
(b+c)2=a2+4-7c

Utilizando o produto notavel do quadrado da soma, temos:

4bc
b2+2bc+62=a2+7

b? 4+ 2bc + ¢% = a® + 2bc
Cortando o produto 2bc de ambos os lados da equagao, temos:

s a? = b?+ c?

003. (FUNDATEC/PREFEITURA DE PARAI/AUXILIAR EDUCACIONAL/2024) Uma escada de
13 metros de comprimento deve ser posicionada em uma estante de livros, conforme a

figura abaixo:

12 m
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Sendo assim, qual é a altura da estante, em metros?
a) 2.
b) 4.
c) 5.
d) 7.
e) 9.

+ =
-'%‘_Tx

Observe que a escada forma um tridangulo retangulo com a estante.

13 m

12 m
< >

Entdo, podemos escrever pelo Teorema de Pitagoras:
13% = 12% + II*
169 = 144 + H*
~ H? =169 — 144 = 25

Por fim, podemos tirar a raiz quadrada.

H=+25 =5

Letra c.

004. (VUNESP/PREFEITURA DE CANANEIA/SP/ORIENTADOR SOCIAL/2020) Uma praga, com
a forma do tridangulo retangulo ABC mostrado na figura, tem uma pista para caminhadas
em toda a extensao do seu perimetro. Para caminhar do ponto B até o ponto C, pode-se
optar por ir diretamente de B até C, caminhando 150 m, conforme indicado na figura, ou
ir do ponto B até o ponto A, caminhando x m, e do ponto A até o ponto C, caminhando
mais 120 m.
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150 m

A C

O trajeto de B até C, passando por A, é mais longo do que o trajeto direto de B até C em
a) 70 m.
b) 60 m.
c) 50 m.
d) 40 m.
e) 30 m.

+ =
£

Precisamos descobrir qual o valor do outro cateto. Para isso, basta utilizar a férmula de
Pitagoras:
hipotenusa® = cateto® + cateto?
150% = 120% + x2 - 22500 = 120% + x?
22500 = 14400 + x?
x? = 8100 » x = V8100
~x = 90m

Somando o percurso mais longo:

BA+ AC =90+ 120 = 210m
Como o trajeto mais curto € 150 m, a diferenga é de:
diferenca = 210 — 150 = 60m

Letra b.
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005. (VUNESP/CAMARA DA ESTANCIA BALNEARIA DE ITANHAEM/SP/AGENTE DE MANUTENCAO
E ZELADORIA/2017) Arthur desenhou numa folha de papel o tridngulo retangulo a seguir.
Ele afirmou, corretamente, que a medida do segmento XY mais a medida do segmento YZ

é igual a medida segmento XZ mais cm.
X 24 cm Y
L
7cm
z

(Fora de escala)

Das alternativas a seguir, aquela que completa corretamente a afirmacgao de Arthur é:
a)é
b) 5
c) 4
d) 3
e) 2

+=

< %
Primeiramente, vamos descobrir qual o valor da hipotenusa. Para isso, basta utilizar a

férmula de Pitagoras:

hipotenusa’ = cateto? + cateto?
x2=242+7" 5 x?=576+7°%
x* =576+ 49
x2 =625 - x = V625
S X = 25m
Somando os catetos:
XY+YZ=24+7=31m
Como a hipotenusa é 25 m, a diferencga é de:
diferenca =31 —25=6m

Letra a.
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2.1. APLICAGOES EM QUADRILATEROS

2.1.1. DIAGONAIS DO QUADRADO E DO RETANGULO

As diagonais do quadrado e do retangulo podem ser calculadas pelo Teorema de Pitagoras

diretamente a partir dos lados.

d* = a®> 4+ b* .. d =\ a? + b?
Tomemos como exemplo um retangulo, cujo comprimento sejaiguala 5 cm e cuja largura
seja igual a 12 cm. Qual a area e a diagonal desse retangulo?

2.1.2. ALTURA DO TRAPEZIO E DO PARALELOGRAMO

A altura de um trapézio nao-retangulo ou de paralelogramo podem ser calculadas
usando o Teorema de Pitagoras. Por exemplo, qual a drea do seguinte trapézio isdsceles,

cujas dimensdes sao dadas em cm?

24
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A forma mais simples de calcular a altura desse trapézio é construindo as suas alturas,
que sao segmentos que unem as duas bases, de forma perpendicular a elas. A altura definira

dois tridngulos retangulos congruentes:

Pelo Teorema de Pitdgoras, podemos escrever:
10% = 82 + h?
100 = 64 + h*
~h*=100—-641 =36
“h=+36=6

Desse modo, a altura do trapézio é igual a 6 cm. Entao, podemos calcular a sua area

pela expressao:

S_(B+b) h_(24+8) 6 = 32 6=96
“\ "2 =\ 5 6=96cm®
2.2. RELACOES TRIGONOMETRICAS

Em um tridngulo retangulo, sdo definidas as importantes relagoes:
Seno: razao entre o cateto oposto ao angulo e a hipotenusa do triangulo;

Cosseno: razao entre o cateto adjacente ao angulo e a hipotenusa do triangulo.

Vamos observar um tridngulo retangulo e as definigoes.

C cateto oposto b
senff = — = —
hipotenusa a
cateto adjacente €
b cosff = —
hipotenusa  a
cateto oposto b
tanp = =
A cateto adjacente ¢
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Os senos e cossenos dos diversos angulos sao tabelados e serdo fornecidos na hora da

prova, quando necessario. Vejamos um exemplo de situagcdo em que isso aconteceu.

006. (CESPE/PREFEITURA DE SAO CRISTOVAO/SE/PROFESSOR DE MATEMATICA/2019) A
respeito da trigonometria do triangulo retangulo e das fungdes trigonométricas, julgue
os itens que se seguem.

Situagao hipotética: Um poste vertical mede h m de altura. A extremidade superior do poste,
ponto C, é atingida por um laser localizado em um ponto A, a 2,4 m do poste e a 1,6 m do
solo. Considerando o ponto B sobre o poste de forma que o tridangulo ABC seja retanguloem
B, o angulo a = CAB é tal que tga = 17/12. A figura a seguir ilustra a situagao apresentada.

Assertiva: Nesse caso, o poste mede mais de 6 m de altura.

C

/’ A
7’
7
P
v
P
// h
laser ¢
a
/\’=:)L —————— DY
gl 2,4 m
(o]
=l
é-------- - v
T =
*'?6_?8@

Note que a altura do tridangulo ABC é h—1,6m. Além disso, foi fornecido o comprimento do

cateto adjacente ao angulo alfa.

C
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Entdo, podemos utilizar a tangente desse angulo.

cateto oposto

tana = .
cateto adjacente
. 17 h-16
ana = — =
12 2,4

Aplicando o meio pelos extremos, temos:
17-2,4=12-(h - 1,6)
408=12h—-12-1,6

40,8 =12h—19,2
~12h = 40,8 + 19,2 = 60

60

S5m

Como o poste mede mais que 6m de altura, a afirmagao esta errada.
Errado.

007. (INEDITA/2017) Alexandre pode ir da cidade A até a cidade B por dois caminhos. O
caminho direto é uma estrada que mede 10 km com muitos obstaculos, na qual a velocidade
média é de 40 km/h. O caminho alternativo é composto por duas vias perpendiculares entre
si passando por uma cidade C. Sabe-se que o dngulo entre as estradas ABe AC é de 37°e
que sen 37°=0,6. A velocidade minima que Alexandre deve utilizar nesse caminho para que
esse caminho alternativo seja mais rapido que o caminho direto é de 48 km/h.

+ =
£x
Esquematizando:
b
10
37° C
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No caso, note que foi fornecido que o sen 37°=0,6 e por essa informagao encontraremos
a medida do cateto c:

cateto oposto

sen37°=0,6 = —
hipotenusa

c
10 =06.c=1006=6km

Agora, basta aplicar o Teorema de Pitagoras para encontrar a medida do outro cateto:
a?=b*+c?
102 = b?2 + 6% . b2 = 100 — 36 -~ b? = 64
b=+v64=8km
O comprimento do caminho alternativo é dado pela soma dos dois catetos do tridngulo:
Loitern =b+¢c=8+6=14km

Note que o caminho alternativo é mais longo e como ele precisa ser percorrido no mesmo
espago de tempo que o caminho AR, a velocidade precisa ser maior que 40 km/h, portanto

sao diretamente proporcionais. Temos:

40 km/h 10 km
x  1l4km

4014 560
~ 10 10

= 56 km/h

Errado.

2.2.1. SENO E COSSENO DOS ANGULOS NOTAVEIS

Na Geometria Plana, os angulos mais comuns sobre os quais se pede 0 seno e 0 cosseno
sao os angulos de 30°, 45° e 60°.

Esses valores podem ser calculados facilmente a partir de um tridngulo equilatero ou
um quadrado.
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No caso do triangulo equilatero, podemos tragar o segmento que divide um dos lados

ao meio, teremos o seguinte:

A altura pode ser calculada pelo Teorema de Pitagoras.

a2 =(3) +n
EROPER

Voltemos as definicbes de seno e cosseno utilizadas na Geometria Plana.
Seno: razao entre o cateto oposto ao angulo e a hipotenusa do triangulo;
Cosseno: razao entre o cateto adjacente ao angulo e a hipotenusa do triangulo.

cateto oposto a/2 1

hipotenusa ~ a 2

sen 30° =

cateto adjacente _h _av3/2 3
Ta T2

cos 30° = . —
hipotenusa a a
cateto oposto h aV3/2 3
sen60° = ————=—= ="
hipotenusa a a 2
cateto adjacente aj/2 1
c0s 60° = = ==

hipotenusa a 2
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Para o angulo de 45°, os valores de seno e cosseno podem ser calculados a partir do
quadrado. Devido a simetria da figura geométrica, a diagonal do quadrado também é

bissetriz do angulo de 90°.

A B
a
45°
C a D

A diagonal pode também ser calculada pelo Teorema de Pitagoras.
d2=a’+a?=2a%~d=aV2

Entdo, agora podemos calcular o seno e o cosseno do angulo de 45° pelas definigoes.

cateto oposto a 1 V2
sen 45° = — = =—==—=
hipotenusa a2 2 2
cateto adjacente a 1 2
cos 30° = . = =S—_—=
hipotenusa av2 2 2

E mais facil guardar os senos e cossenos dos angulos de 30°, 45° e 60° memorizando
a seguinte tabela e a forma como ela é feita. Primeiramente, escrevemos os angulos na
base da tabela.
30° 45° 60°

Seno
Cosseno
Tangente

Agora, escrevemos 1-2-3 no seno e 3-2-1 no cosseno.

30° 45° 60°
Seno 1 2 3
Cosseno 3 2 1

Tangente
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Agora, tiramos a raiz.

30° 45° 60°
Seno 1 V2 V3
Cosseno 3 2 1

Tangente

Agora, dividimos tudo por dois.

302 45° 60°

Seno 1 V243

Cosseno 3 2
2

[SSRI

Tangente

Por fim, a tangente corresponde a razao entre seno e cosseno. Ela é definida como:

cateto oposto sen 8

tan@ = _ =
cateto adjacente cos@

30° 45° 60°

Seno 1 V2 V3

2 2
Cosseno 3 2 1
2 2 2

Tangente

008. (VUNESP/UNESP/ASSISTENTE ADMINISTRATIVO/2017) O quadrado da altura de um
triangulo equilatero é exatamente 300. O perimetro desse tridngulo, em uma determinada
unidade de medida, é:
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a) 60
b) 50
c) 30
d) 20
e) 10

+=

< %
Como a questao pede o perimetro de um triangulo equiladtero, a primeira coisa a se fazer é

descobrir quanto mede cada lado. A partir das informacoes fornecidas, temos:
h?* = 300
h= %3 (altura do tridangulo equiléatero)

Substituindo a relagao |l em Il, temos:

a2(\[§)2
300 = —;
300.4
300.4 = 3a? ~. a* = —3 = 400 . a =+v400 = 20

Como o perimetro é a soma dos lados do tridngulo, temos:
2p = 3a
2p =3.20 = 60

Letra a.

009. (CESPE/MEC/GUARDA MUNICIPAL/2011) Trés criangas costumam brincar de cacga ao
tesouro, em local plano, na praia, da forma descrita a seguir: de posse de uma buUssola,
elas fixam um ponto P na praia com uma bandeirinha, uma delas esconde um brinquedo
sob a areia e, depois, passa o mapa e a bussola para que as outras duas tentem encontrar
o tesouro. O mapa consiste em uma sequéncia de instrugdes formadas pelo nimero de
passos em linha reta e um sentido — a partir da bandeirinha —, que deve ser observada
para se encontrar o tesouro.

A partir do texto acima e considerando que a medida do passo de todas as criangas seja
idéntica e que as instrugdes do mapa sejam seguidas na ordem apresentada, julgue os
itens seguintes.

Se as criangas se unirem no ponto P e a primeira caminhar 2 passos para o norte, a segunda,
2 passos para o sudoeste e a terceira, 2 passos para o sudeste, o triangulo cujos vértices
corresponderao as posi¢coes finais das criangas sera equilatero.
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+ =
£x

Seguindo as instrugdes dadas no enunciado, considerando a diregao sudoeste como a diregao
intermediaria do quadrante sul/oeste e a diregao sudeste como a diregao intermediaria do
quadrante sul/leste (45° em relagao aos eixos do quadrante), temos:

P
w7
d

R
2
G

Y 5o
»
\\\
-
2 )

Dessa forma, ao analisar o triangulo PBC, é possivel constatar que se trata de um triangulo

retangulo e entdo vamos calcular a hipotenusa:
a* = b* + ¢*
a?=2+22=4+4=8-a=V8=2V2

Na anélise dos demais tridngulos, foi constatado que os triangulos APB e APC sao iguais,
no entanto apresentam um angulo maior que 90° e sé por isso o lado correspondente ja
seria maior que 2v2.

Errado.

2.3. ALTURA RELATIVA A HIPOTENUSA

Esse tipo de problema é mais comum com o triangulo deitado sobre a hipotenusa.

B Y Y Tyep——
F 3 'I

AP
A
3
L
=
v
M
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Na figura acima, estao definidas:

+ h:aaltura relativa a hipotenusa, isto é, o segmento perpendicular a ela partindo do
vértice oposto;

- m: é a projegao do cateto ¢ sobre a hipotenusa;

* n: é aprojegao do cateto b sobre a hipotenusa.

A area do triangulo retangulo pode ser sempre expressao como o produto da base pela
altura. Assim, do ponto de vista da hipotenusa, a drea do tridngulo retangulo pode ser como
o produto da hipotenusa pela altura relativa a ela dividido por 2:

ah

S:?

Por outro lado, ja sabiamos expressar essa area em termos dos catetos. Sendo assim, temos:

B a.h_ bc

2 2
.~ ah = bc

A altura relativa a hipotenusa também define duas projegdes da hipotenusa sobre cada
um dos catetos. Sao as projegdes m e n.

Para calcular as projegoes relativas a hipotenusa, precisamos demonstrar que os dois
tridngulos criados pela altura sdo semelhantes ao triangulo principal. Para isso, vamos definir
o ponto D como o pé da altura do vértice A sobre a hipotenusa e os angulos nos vértices B
e Ccomo 3 ey, respectivamente.

AP
F 9

3
w
O

F

-
v

(@]

d

Como os angulos 3 e Yy sdo os angulos internos de um tridangulo retangulo, eles sao
complementares, isto é, a soma deles é igual a 90°. Além disso, os tridngulos ADB e ADC

sao também retangulos, portanto, o outro angulo interno deve ser complementar. Assim,
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o angulo DAB é complementar ao angulo ADB, que mede 3, e 0 angulo DAC é complementar
ao angulo DCA, que mede y.

Porém, como 3 e y sdo complementares, podemos escrever:

B+y=90°
fy=90°—p
.._ﬁzgoo_y

Assim, concluimos que os triangulos ABC, ABD e ACD sao todos semelhantes entre si,

pois eles tém os mesmos angulos.

Assim, podemos utilizar a relagdo de semelhanga. Devemos montar as fragdes com os
lados opostos aos mesmos angulos. Por exemplo, em oposi¢cao ao angulo 3, temos o lado
b no triangulo ABC e o lado n no triangulo ADC. J4 em oposigao ao angulo de 90°, temos o

lado a no triangulo ABC e o lado b no tridngulo ADC. Entao, podemos escrever:
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b a
n b
Fazendo o meio pelos extremos, temos:
w b? = an
Podemos, entao, extrair, a projegao n:
X
“n=—
a

Portanto, a projecao do cateto b sobre a hipotenusa pode ser calculada como o quadrado
desse cateto dividido pela hipotenusa.
De forma similar, podemos calcular a outra projegao. Em oposigao ao angulo y, temos
o lado ¢ no tridangulo ABC e o lado m no triangulo ADB. J4 em oposicao ao angulo de 90°,
temos o lado do tridngulo ABC e o lado ¢ no tridngulo ADB. Assim, podemos escrever:
c a

Fazendo o meio pelos extremos, temos:

~c?=am

Podemos, entao, extrair, a projegcao m:
CZ
a

Entao, a projecao do cateto c sobre a hipotenusa também é igual ao quadrado desse
cateto dividido pela hipotenusa.

Podemos, assim, estabelecer a equagao:

cateto?

projecao do cateto sobre a hipotenusa = m

3. TRIANGULOS E CIRCUNFERENCIAS

3.1. CIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRITA

A circunferéncia circunscrita ao tridngulo é tal que todos os vértices do tridngulo sao
pontos da circunferéncia. Em contrapartida, diz-se que o tridngulo esta inscrito nessa

circunferéncia.
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Perceba que as palavras circunscrita e inscrita sao inversas. Se a circunferéncia esta
circunscrita ao triangulo, é porque o triangulo esté inscrito na circunferéncia. E vice-versa.
Podemos obter uma importante relagao entre os lados do triangulo e seus angulos

tragando-se as diagonais passando por cada um dos vértices. Por exemplo, para o vértice A:

A A

Perceba que os angulos BAC e ADC estao inscritos no mesmo arco AC. Sendo assim, eles
sdo iguais.

Além disso, o angulo ACD esta inscrito em metade da circunferéncia, que corresponde
ao angulo de 180°. Desse modo, o angulo ACD metade a metade desse arco, no caso, 90°.
Logo, o triangulo ACD é retangulo.
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Portanto, podemos calcular o seno do angulo § no triangulo ACD:

cateto oposto b
hipotenusa ~ AD

senpf =

Observe que a hipotenusa do triangulo ACD corresponde ao didmetro da circunferéncia,

entdo podemos escrever:

b b

2R” sen f8 = 2R

senf =

Assim, podemos concluir que a relagao entre o lado b e o seno do angulo oposto a esse
lado (B) é igual ao diametro da circunferéncia circunscrita.
Fazendo o mesmo procedimento com os vértices, podemos ter uma importante relagao

conhecida como Lei dos Senos:

a b c
sena senff seny

Desse modo, a razao entre um lado qualquer de um triangulo e o seno do angulo oposto
a ele é constante e igual ao didametro da circunferéncia circunscrita.
Essa relagao pode ser muito util tanto para calcular o raio da circunferéncia como a

relagao entre os lados.

3.2. CASOS PARTICULARES

Embora a Lei dos Senos traga um resultado de facil utilizagao, em questdes de prova, é
muito mais comum serem cobradas as circunferéncias circunscritas a tridngulos retangulos

e a tridngulos equilateros.
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O caso mais simples é o triangulo retangulo, pois a hipotenusa é igual ao préprio didmetro

da circunferéncia circunscrita.

a=2R-'-R=E

Por outro lado, no triangulo equiladtero, podemos aplicar a Lei dos Senos para calcular

o raio da circunscrita:

p_ & _ @
sen 60° /3
2
2R_2a
V3
a a3
AR=— =22

Vamos anotar, portanto, esses dois resultados:

TrlaAngqu R=a/2
Raio da _Retangulo | \ )
Inscrita ( Tia ) ( )
Trla.n,gulo R = a\/3/3
| Equilatero | | |

010. (CESPE/PC/ES/PERITO CRIMINAL/2011) Suponha, também que as estacdes A, Be C
tenham sido construidas em pontos equidistantes, de modo que a distadncia de uma dessas
trés estagOes para a outra seja de 150 km.

Com referéncia as informacgodes contidas no texto acima e a consideragdes hipotéticas que a
ele se seguem, e considerando 1,73 como valor aproximado para V3, julgue o item a seguir:
Supondo que uma nova estagao, D, seja instalada em um ponto equidistante das estagdes
A, B e C, entdo a distancia da estagao D para as estacdes A, B e C serd inferior a 87 km.

+=

£ X
Observe que a questao é clara quando diz que as estagdes A, B e C sao equidistantes, ou

seja, as estagoes sao vértices de um triangulo equilatero.
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Perceba que a estagao D é equidistante dos vértices A, B e C, logo podemos afirmar que o
ponto D é o proprio centro da circunferéncia e sua distancia em relagdo as demais estacoes
corresponde ao proéprio raio da circunferéncia em que o triangulo esta inscrito. Utilizando
a Lei dos Senos, temos:

a

2R =
sen a

Como o triangulo é equilatero, sabemos que cada um dos seus angulos internos corresponde

a 60° e encontraremos o R:

2R = 150
~ sen 60°
B 150
- V3/2
B 150 _ 150 B 150
V3 V3 1,73

~ 2R

~ R =86,7 km

Portanto, a distancia entre a estagcao D e as estagdes A, Be C é de 86,7 km, ou seja, € menor
que 87 km.
Certo.

3.3. DEMONSTRAGAO DA CIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRITA

Optamos por fazer essa demonstragao em uma segao separada, porque é pouco provavel
que os conceitos aqui aprendidos venham a ser objeto de questdes de prova. Porém, caso
vocé consiga aprendé-los, isso aumentara bastante o seu conhecimento de Geometria.
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E possivel demonstrar que todo tridngulo tem uma circunferéncia circunscrita partindo
do conceito de mediatrizes.

A mediatriz do segmento AB é uma reta perpendicular a esse segmento que passa pelo
seu ponto médio.

mediatriz

A propriedade da reta mediatriz é que ela é o lugar geométrico dos pontos equidistantes
de A e B. Ou seja, para qualquer ponto P pertencente a mediatriz, temos que PA = PB.
Para demonstrar isso, basta tragar os tridngulos:

p mediatriz

Os tridangulos PAO e PBO sao congruentes, porque possuem dois lados iguais (PO é
comum aos dois e OA = OB, ja que O é o ponto médio de AB). Além disso, eles possuem um
angulo em comum, que € o angulo reto. Os dois angulos em torno de O sdo retos. Trata-se
de uma congruéncia LAL.

Se os dois tridngulos sao congruentes, os lados PA e PB também devem ser iguais.
Portanto, mostramos que qualquer ponto da mediatriz se situa a igual distancia dos dois
pontos A e B.
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Agora, vamos a um triangulo qualquer ABC. Podemos tragar as mediatrizes dos lados
AB e AC. Como elas nao sao paralelas, vao se encontrar em algum ponto O.

A

c

B

O ponto O pertence a mediatriz de AB, portanto OA = OB. Além disso, o ponto O pertence
a mediatriz de AC, portanto OA = OC.

Dessa maneira, concluimos que OB = OC, logo O também pertence a mediatriz do
segmento BC.

Sendo assim, O é o ponto de encontro das trés mediatrizes do triangulo e € denominado
circuncentro.

O tem a propriedade de que OA = OB = OC. Essa distancia pode ser chamada genericamente
de raio da circunferéncia circunscrita.

Adicionalmente, podemos concluir que todo tridangulo tem um circuncentro que é o

centro da circunferéncia circunscrita.
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3.4. CIRCUNFERENCIA INSCRITA

A circunferéncia inscrita no tridangulo é aquela que é tangente aos trés lados do triangulo:

A

B C

Em outras palavras, o centro dessa circunferéncia dista igualmente dos trés lados do
tridngulo.

O ponto S é denominado incentro e corresponde ao centro da inscrita. O modo mais
facil de se calcular o raio da inscrita € tomando a area dos trés triangulos definidos ABS,
ACS e BCS.
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Note que os triangulos ABS, ACS e BCS possuem a altura referente ao vértice S exatamente
igual ao raio da inscrita. Portanto, a drea do tridngulo ABC pode ser escrita como:

cr br ar a+b+c
S:SABS—I_SACS-I—SBCS:?—I—?—I'?:TT

~S§S=pr

Na expressado anterior, p significa o semiperimetro do tridangulo ABC, ou seja, a soma
dos lados dividida por 2.

E interessante observar que a area igual ao semiperimetro vezes o raio da inscrita é
uma relagao valida para qualquer poligono.

Além disso, essa relagao é muito Util para calcular o raio dainscrita, pois a drea pode ser
obtida de outras formas, por exemplo, base vezes altura dividida por 2. De posse da area

do triangulo, podemos calcular o raio da inscrita facilmente gragas a essa relagao.

3.5. DEMONSTRAGAO DA CIRCUNFERENCIA INSCRITA

E possivel demonstrar que todo tridngulo tem uma circunferéncia inscrita. Para isso,
precisaremos do conceito de bissetriz.
Seja um angulo formado por duas retas r e s. A bissetriz desse angulo é uma reta que

divide o angulo em duas partes iguais.

bissetriz
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Todos os pontos da bissetriz tém a propriedade de que sdo equidistantes dasretasre

s. Por exemplo, considere um ponto P genérico:

bissetriz

o~ B

Podemos provar que as distancias de P as retas r e s sdo iguais construindo os dois
segmentos PA e PB, que sao perpendiculares, respectivamente, ares.

Os tridngulos OPA e OPB sao congruentes, porque possuem dois angulos iguais: os
angulos de a/2 e os angulos retos PBO e PAO e um lado comum, o lado OP.

Como os dois tridngulos sdo congruentes, as medidas sdo iguais, ou seja, PA = PB. Dessa

maneira, mostramos que P é o centro de uma circunferéncia que é tangente as duasretasres.

bissetriz

Além disso, ainda pela congruéncia dos triangulos OPA e OPB, provamos um resultado
que ja haviamos apresentado previamente. Podemos concluir que os comprimentos OA = OB.
Sendo assim, considerando um ponto O qualquer, é possivel construir duas tangentes

a circunferéncia e elas terdao o mesmo comprimento.

011. (CESPE/DEPEN/AGENTE PENITENCIARIO/2013) Abaixo a figura 1 apresenta o arco de
circunferéncia AB correspondente ao angulo central de 21t/3 de uma circunferéncia de centro

O e raio AO=12 cm e figura 2 apresenta alguns triangulos. A partir dessas informacgoes e
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considerando que XY denote a distancia entre os pontos X e Y considere, ainda, as seguintes

proposigoes:

L —— —
L: o comprimento do arco AR € malor do que AQ+OB.

V: QR+RP +PS<QP+PS§
B 5

A 0 o P

Figura | Figura 2

Com base nas informagodes e nas figuras acima apresentadas e tomando 3,14 como valor

aproximado de m, julgue o item a seguir.
A proposigao U-V é falsa.

+,=

& %
Avaliaremos separadamente cada uma das proposigoes.

Obs.: radianos
AB = R.6 ou 2 rad = 360°

Assim, temos:

U:AB > A0 + OB

2m 2.3,14

AB=1L= RB—R?—R. 3

(D

AO+OB=R+R (II)

I > 11
Portanto, a proposicao U é verdadeira.
Analisando a proposigao V, temos:
V:QR + RP +PS < QP + PS
V:QR + RP < QP
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Podemos concluir que, em um tridangulo, a medida de um dos lados ndo pode ser maior que
a soma dos outros lados. Assim, a proposigao V é falsa.

Um condicional s6 é falso se V-F.

Certo.

012. (CESPE/SERES/PE/AGENTE DE SEGURANCA PENITENCIARIA/2017) A figura a seguir
mostra o esquema utilizado por um individuo na travessia de um rio — de margens paralelas
e com forte correnteza —, saindo do ponto A, na margem inferior, e indo ao ponto B, na
margem superior.

Ele nadava por 4 m na diregao perpendicular as margens e, enquanto descansava, a correnteza
o levava por 4 m rio abaixo na direcao paralela as margens.

Fez esse esquema por trés vezes e, na quarta vez que nadou perpendicularmente as
margens, ele atingiu a margem superior, no ponto B. Nessa situagao, a distancia do ponto
A ao ponto B é igual a:

MArgem superior

4 m

4m

A margem inferior

a)1l2m
b) 16 m
c)20m
d) 28 m
e)32m

+=

£ X
Observe que a travessia é feita perpendicularmente as margens do rio: o individuo nada na

diregao perpendicular e é arrastado pela correnteza paralelamente as margens. Se somarmos
os trechos em suas respectivas diregdes, veremos que a distancia do ponto A ao ponto B é

dada pela hipotenusa de um tridangulo retangulo, como mostra o esquema a seguir:
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margem supcrior

16

4m 1 2 &
—
A margem inferior
Aplicando o Teorema de Pitagoras, temos que:
d* = a*+ b*

d=+ya?+b? .d=+122+16* = V144 + 256 = V400 = 20 m

013. (FGV/PREFEITURA DE SALVADOR/BA/TECNICO DE NiVEL SUPERIOR 1/2017) No poligono

representado na figura a seguir, dois lados consecutivos sdao sempre perpendiculares.

4 ¢ 8
Esse poligono representa uma sala vista de cima, e os nUmeros que aparecem na figura sao
as medidas, em metros, dos respectivos segmentos.

Uma camera foi colocada no ponto C da figura, conseguindo, dessa posigao, registrar imagens
de quase toda a sala. Entretanto, ha uma regidao da sala que a camera nao consegue ver.
A area, em m?, da regido que nao pode ser alcangada pela camera é de:

a) 3,6

b) 4,0

c) 4,5

d) 6,4

e)7,2
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Nesse tipo de questao, primeiramente nos atentamos para a area em que a cdmera, localizada
no ponto C, NAO é capaz de alcancgar. Observe a figura abaixo, em que a area hachurada
nao pode ser vista, pois hd uma parede bloqueando a imagem. A area corresponde a um
tridangulo retangulo de catetos com medidas de 3 e 4 m. Entao, podemos decompor a figura

e calcular as areas:

< > 4 Joc 2=
4 4 4 4

M-

4 8 4

Vejamos. Perceba que os triangulos ABD e CDE sao semelhantes e, utilizando essa semelhanga,
calcularemos a medida de representada por x na equagao abaixo:

ABD~CDE

X3 sx=43
g5 =4

X = ? =24m
O préximo passo é calcular a area do tridangulo hachurado. Como ele é retangulo, essa area

€ igual ao produto dos catetos. Assim, temos:

B.AD 24.3
2 2

S, = =3.1,2 = 3,6 m?

Letra a.

014. (VUNESP/MPE/SP/OFICIAL DE PROMOTORIA I/ADAPTADA/2016) No tridangulo retangulo
ABC da figura, BH é a altura relativa ao lado AC. O perimetro do tridangulo BHC, em cm, é

um nUmero real que se encontra entre:
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8cm

10 cm

a)l6el7
b) 15 e 16
c)18e 19
d) 19 e 20
e)17e18

+ =
-‘réjx

A questao traz um triangulo maior e outro menor. Note que o que se pede é o perimetro
do tridngulo BHC e que nao temos nem a medida da projegao do cateto R nem a medida
da altura relativa a hipotenusa BH.

Utilizando o Teorema de Pitagoras no triangulo ABC, temos:

AC? = AB? + BC?
102 =8%2+c¢?2.¢c?=102-8%2 .¢c? =100 — 64
c2=36-.c=vV36=6cm

Como a questao pede o perimetro do tridangulo BHC, precisamos saber o valor de cada

projegao dos catetos do tridngulo ABC.

Atengao: HC é a projecao do cateto a sobre a hipotenusa e sera representado por m!

Podemos, entao, recorrer a proporcionalidade entre os catetos e suas projegdes. Temos:

m_n
BC AB
m_l[}—m
8 6

6m=80—-8m .. 14m =80« —80—40—57
m=80—8m. 14m = ..m—ﬁ—7— 7 cm

Podemos prosseguir para o calculo da altura referente a hipotenusa do tridangulo ABC por
meio da relacao:
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a.h=b.c

10h—86'h—48—48
h=86h=_5=48cm

Finalmente, o perimetro do tridngulo BHC sera:

P=BC+BH+HC=8+h+m=8+48+57=185cm

O perimetro é um ndmero real que se encontra entre 18 e 19 cm.

Letrac.

015. (CESPE/TRT/92 REGIAO/ANALISTA JUDICIARIO/AREA ADMINISTRATIVA/2007) O piso
de uma sala deve ser revestido com pegas de ceramica em forma de tridngulos retangulos
isésceles cuja hipotenusa mede 16vV2 cm. Calculou-se que seriam necessarias pelo menos
3.000 pegas para cobrir todo o piso. Nessa situagao, conclui-se que a area desse piso é
superior a 38 m2.

Obs.: Use que 1 m = 100 cm ou que 1 m? = 10000 cm?.

+=

& %
Quando temos triangulos retangulos isésceles, sabemos que seus catetos possuem a mesma

medida e, por serem “retangulos”, podemos descobrir a medida dos catetos aplicando o

Teorema de Pitagoras.
a’? = b? +¢?
(16v2)” = b2 + b?
& 2b* = 256.2
+b=v256 =16 cm

Agora, partimos para calcular a drea dos triangulos.

_b.c

S
2
Como o tridangulo é isésceles, os catetos sao iguais e temos:
S b.b b* 16% 256 128 em?
AT T T T T
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Podemos concluir que a area do piso € o niUmero de pegas multiplicado pela area do tridangulo.

S

piso = 3000 Sﬂ

S = 3000.128 = 384000 cm?

piso
Para encontrar a area do piso em m? é sé dividir por 10000:

384009 cm?

viso = T008g cm? ~ SO ™

4. TRIANGULOS QUAISQUER

4.1. LEI DOS COSSENOS

A lei dos cossenos é uma generalizagdo do Teorema de Pitagoras, que permite calcular
um lado qualquer em fungao dos outros dois e do angulo formado entre eles.

Vamos supor um triangulo geral e a altura relativa ao lado a.

B = > D —C
R

Nosso objetivo é calcular o lado ¢ a partir dos outros dois lados ae b e do angulo formado
por esses lados, representado como y, e que se encontra no vértice C.

A altura em relagao ao lado a produziu o triangulo retangulo ADB, cuja hipotenusa é o
lado c. Assim, pelo Teorema de Pitagoras, podemos escrever:

c? =m*+ h?

A altura h é um cateto do tridangulo retangulo ADC. Entao, aplicando o Teorema de
Pitdgoras nesse tridngulo, temos:

b? = n? + h?

hz — bz _n2
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Podemos substituir na equagao do Teorema de Pitagoras do tridngulo ADB:

c? =m?+ (b* —n?) = m? —n? + b*
Observe que a projecdao m pode ser calculada como a diferengaa=-n, jdqueoladoaé

igual a soma das duas projegdes. Entao, podemos escrever:

2 =(a—n)2—n?+b?

O quadrado da diferenga é um produto notavel: é igual ao quadrado do primeiro mais
o0 quadrado do segmento menos duas vezes o produto dois dos termos:

c2=q?—2an+n?—n? +b?
. c®=a*+ b?-2an

Por fim, podemos utilizar o cosseno do angulo y no tridangulo ADC. Para fins de deixar
a lei mais facil de se memorizar, costuma-se representa-lo por C, tendo em vista que ele

esta no vértice C.
n
cosC = 3 sn=>hb.cosC

Substituindo na equacgao anterior, temos:
¢ =a? 4+ b%? —2ab.cosC

Portanto, um lado qualquer de um triangulo qualquer pode ser calculado como a soma
dos quadrados dos outros dois lados menos o dobro do produto dos dois lados pelo cosseno
do angulo formado entre eles.

Para aplicar essa lei, devemos fazer algumas observagdes:

se o angulo for agudo, o seu cosseno sera fornecido pelo enunciado;

se o angulo for reto (90°), o seu cosseno é igual a zero, e a Lei dos Cossenos se reduz
ao Teorema de Pitagoras;

se o angulo for obtuso (maior que 180°), o seu cosseno serad o negativo do cosseno
do angulo suplementar. Isto é:

cos(a) = —cos(180° — a)
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Ja demonstramos os cossenos dos angulos 30°, 45° e 60°. Com isso, podemos concluir os
cossenos dos angulos suplementares. Lembre-se de que o angulo suplementar a um angulo
é. Portanto, os angulos suplementares sao, respectivamente, iguais a 150°, 135° e 120°:

Angulo Suplementar
3 3
cos (30°) = \/—_ cos(150°) = —£
2 2
2 2
cos (45°) = \[?_ cos(135°) = — g

1 1
cos (60°) = 3 €0 s(120°) = -3

016. (IBEG/SANEAGO/BIOLOGO/2013/ADAPTADA) Considere uma casa a 80m de distancia de
um reservatério de uma companhia de saneamento de um determinado Estado Brasileiro.
A dguadorio é captada e bombeada para o reservatério que fica a 50m de distancia dorio,

conforme ilustrado abaixo:

reservatorio

Se a intengdo é bombear a 4gua do mesmo ponto de captagado no rio diretamente para a
casa, quantos metros de encanamento serao necessarios? (Sugestao: Lei dos cossenos: a?
= b2+ ¢c2-2.b.c.cos A, cos 60° = 0,5)

a) 56m.
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b) 64m.
c) 70m.
d) 75m.
e) 78,5m.

+=

< %
Usando a Lei dos Cossenos, podemos escrever:

a* =b*+c¢*—2.b.c.cosC
a? = 50% + 80? — 2.50.80. cos 60°
a? = 2500 + 6400 — 2.50.80.0,5
a? = 2500 + 6400 — 4000 = 4900
Agora, basta extrair a raiz quadrada.

a=+v4900 =70

Letrac.

4.2. LEI DAS AREAS

A altura de um tridngulo pode ser facilmente calculada em fungao dos senos dos angulos

internos. Vejamos um tridngulo genérico e a altura em relagao ao lado a:

A
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Pela definicdo de area, a drea do triangulo pode ser calculada como metade do produto

entre o lado a e a altura relativa a ele h:

S_a.h
2

Como o triangulo ADC é retangulo, podemos calcular o seno do angulo y. Para fins de
facilitar o entendimento da féormula, é comum representa-lo por C, tendo em vista que

ele esta no vértice C.

cateto oposto h
senC = — =—-~h=bgsenC
hipotenusa b

Substituindo a altura na expressao da area, temos:
S a.h ab.senC
2 2

Portanto, a drea de um tridngulo qualquer pode ser calculada como a metade do produto

de dois lados pelo seno do angulo formado entre eles. Essa mesma relagao vale para todos
0s outros pares de lados:

_ a.b.senC_a.c.senB _b.c.senA
2 B 2 B 2

017. (IBEG/SANEAGO/BIOLOGO/ADAPTADA/2013) Determine a &rea do tridngulo a seguir.

\ casa

reservatorio
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Usando a Lei das Areas, a area do tridngulo é igual & metade do produto entre dois lados

quaisquer e o seno do angulo formado entre eles:

3
g_absenC 5030-% _50.80.v3
- 2 - 2 - 4

§ =50.20.4/3 = 1000.v/3
1000V3.

4.3. FORMULA DE HIERAO

A férmula de Hierdao permite calcular a drea de um tridngulo qualquer exclusivamente
em fungado dos seus lados. Para isso, é interessante nos recordarmos da definicdo do
semiperimetro, que é a metade do perimetro de um tridngulo:

a+b+c
2

E possivel demonstrar que a area do tridngulo serd dada pelo produto:

S=Jyp.p—a).(p—h).(p-c)

Assim, a area do triangulo é igual a raiz quadrada dos produtos do semiperimetro e de

p:

todas as diferengas entre o semiperimetro e cada um dos lados do tridngulo.

018. (IBADE/PMERJ/SOLDADO/2023) A area total interna ao tridangulo de lados 7m, 9m e
14m é de, aproximadamente:

Obs.: se necessario, utilize v2 = 1,4; V3 =1,7e V5 = 2,2.

a) 28,4 m?

b) 26,4 m?

C) 24,4 m?

d) 22,4 m?

e) 20,4 m?

+ =
"?6_?8@

A forma mais simples de calcular a drea de um tridngulo a partir de seus lados é pela Férmula

de Hierdo. Para usa-la, vamos calcular o semiperimetro.
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_atbtc 749414 _30_
P=—""% =72 =27

Entdo, temos que a area do triangulo é:

S=p- p-a)-@-b ®-0

5=J15-(15-7)-(15-9) - (15 — 14)

S=+v15-8-6-1=+720=vV144 -5 =125 =12-2,2 = 26,4 m?

4.3.1. DEMONSTRAGAO DA FORMULA DE HIERAO

A demonstragao dessa féormula é um pouco complicada. Vamos apresentar nesse material,
mas apenas a titulo de curiosidade. Vocé nao precisa saber fazer essa demonstragao e pode
pular diretamente para a parte de exercicios, se assim o desejar.

Vamos construir um tridngulo qualquer ABC e a altura relativa ao lado a, denominada por h:

A

B — >D4T>c

Por definigao, a area do tridangulo é igual a metade do produto entre o lado a e a sua
altura relativa h.
a.h
2

Como a altura define dois triangulos retangulos, podemos utilizar o Teorema de Pitagoras
tanto no triangulo ADB como no triangulo ADC, cujas hipotenusas sdao os lados c e b,
respectivamente:
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c* =m?*+h?

b? =n? + h?
Podemos somar as duas equagoes:
c?=(a—n)?+ h?
c2=a?-2.a.n+n*+ h?
Pelo Teorema de Pitdgoras em ADB, temos que b? = n? + h%
c? =a?—2.a.n+ b?

Assim, podemos isolar o termo n:

a4+ bt —c¢=2.an

a? + b? — ¢
=
2a

Agora, podemos utilizar novamente o Teorema de Pitagoras em ADC e obter que:

b? = n% + h*

.lnzzbz_hz_._nz b2 — h2
Substituindo na expressao anterior, temos:

_a2+b2—62

b2 — h2
2a

Elevando tudo ao quadrado, temos:

b2 p2 - a? + b? — 2]’
- 2a
Isolando a altura h, temos:
a? + b2 — c2)*
hZ — b2 I
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Entao, podemos utilizar o produto notavel da diferenga dos quadrados. A diferenga de
quadrados é igual ao produto da soma pela diferenga:

hzzlb+a2+b2—czl'[b_a2+b2—czl
2a

2a

Por fim, podemos tirar o MMC dos dois lados:

Bz = a% 4+ 2ab + b? — ¢?
B 2a

a? —2ab + b% —c?
2a

Utilizando o quadrado da soma e o quadrado da diferenga, temos:
B2 (a+ b)? —c?| [c? - (a—D)?
B 2a 2a

Chegamos, portanto, a duas diferengas de quadrados. Logo, podemos utilizar a ideia

de que elas sao iguais ao produto da soma pela diferenga dos dois termos:

h2=%-|(a+b+c)-(a+b—c)|-|(—a+b+c)-(a—b+c))|

Ja chegamos a um resultado. Porém, podemos utilizar o semiperimetro para melhorar

a aparéncia dessa expressao:

a+b+c

p= > .‘.(C{+b+C)=2.p

Além disso, podemos escrever:
2p—2a=(a+b+c)—2a=—-a+b+c
2p—2b=(a+b+c)—2b=a—-b+c
2p—2c=(a+b+c)—2c=a+b—c

Substituindo na expressao de h?, temos:

h? = 1z [2p - (2p —20)] - [(2p —2b) - (2p — 20)]

Observe que temos 2 vezes 2 quatro vezes, o que resulta em 2% = 16.
, 1
h*=7=16lp-(p-a) - (p—b) - (p—0)]
Simplificando 16 por 4 e organizando a equagao, temos:

Ap-(p—a)-(p—b)-(p—c)]
— =

hz
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Entao, a altura do tridngulo é:

_2yp-p-a) (p-b) (-0
a

h

Por fim, utilizando a definigcdo de area do triangulo, temos:

a

h
S=—=yp p-a) p-b) (-0

019. (INEDITA/2024) Um tridngulo possui lados de comprimento iguaisa 7 cm, 9 cm e 14
cm. Determine a sua area.

+=

< %
Como foram dados todos os lados do tridangulo, podemos calcular a area pela Férmula de

Hierdo. Para isso, precisamos do semiperimetro:

L a+b+c 7+9+14 30
P="2 T~ 2 T2~

A seguir, podemos calcular as diferengas entre o semiperimetro e cada um dos lados:

p—a=15—-7=8
p—b=15-9=6
p—c=15-14=1

Por fim, a area pela Formula de Hierao é:

S={yp-(p—a) - (p=b)-(p—c)=V15-8-6-1=1/720

5. POLIGONOS

Os poligonos sao figuras geométricas fechadas formadas pela unido de varios segmentos
de reta. Vejamos alguns exemplos:
Um poligono é convexo quando todos os segmentos de reta entre dois pontos no interior

do poligono estao inteiramente contidos no interior do poligono.
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Vejamos um exemplo de poligono convexo. No pentdgono e no hexagono abaixo, qualquer
conjunto de dois pontos do interior do poligono produzird um segmento de reta que esta
inteiramente contido no interior do poligono.

& s - \\\
/ ] B\ //, \\\\

.

/J/“'\\\\
A EG O Y
//, ‘“‘\ -
\/ 3 / By
. S Ry
Convexo Convexo Céncavo

Por outro lado, a bandeira de Sao Jodo é um poligono céncavo, porque é possivel tragar
um segmento de reta ligando dois pontos no interior do poligono, mas esse segmento de
reta atravessa o poligono e nao estéd inteiramente contido no seu interior.

Esse conceito de poligono concavo e convexo é bastante importante para a Matematica.

5.1. SOMA DOS ANGULOS INTERNOS

Esse € um assunto bastante recorrente em questdes de Geometria. A soma dos angulos
internos de um poligono convexo de N lados depende unicamente do nimero de lados
do poligono.

S = (N-2).180°

A explicagao para essa férmula é que qualquer poligono convexo de N lados pode ser
fracionado em N — 2 triangulos partindo de um vértice qualquer.

Veja que fracionamos o pentagono (5 lados) em 3 tridngulos e o hexdgono (6 lados) em
4 triangulos.

A soma dos angulos internos do poligono é igual a soma de todos os angulos internos
de todos os triangulos. E, futuramente, mostraremos que a soma dos angulos internos de
um triangulo é igual a 180°.

Dessa maneira, podemos calcular que a soma dos angulos internos do pentagono e do

hexagono valem, respectivamente:

Ss = (5—2).180° = 3.180° = 540°

Se = (6—2).180° = 4.180° = 720°
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5.2. ANGULO INTERNO DE UM POLIGONO REGULAR

Um poligono é regular quando atende as seguintes condigdes:
é convexo;

todos os seus lados sao iguais;

todos os seus angulos sao iguais.

O angulo interno de um poligono regular pode ser calculado facilmente com a férmula
estudada na secao anterior.

Ja sabemos calcular a soma dos angulos internos de um poligono de N lados. Como um
poligono de N lados tem também N angulos, a medida de cada angulo é:

S
N

~ V2] 1500
“‘[ N ]

a =

Dessa forma, os angulos internos do pentadgono e do hexagono sao:

-+ 180° = 108°

s
Ul
Il
o
(9]
|
(W]

)—180°=

62
aﬁz( )-180°= -180° = 120°

S B W

5.3. ANGULOS EXTERNOS DE UM POLIGONO REGULAR

Um angulo externo é aquele que é formado entre um lado de um poligono e o
prolongamento de um lado vizinho, como mostrado a seguir.
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A soma de todos os angulos externos de um poligono regular convexo é sempre igual
a 360°, independentemente do nimero de lados do poligono. Assim, se o poligono tiver N

lados, o seu angulo externo sera:

360°
n — n

Dessa forma, o dngulo externo do pentdgono e do hexagono regular sdo iguais a:

_360°_ .
5— 5 -

_360°_ .
6 — 6 -

020. (FGV/CODEBA/GUARDA PORTUARIO/2016) Um barco de pesca partiu do ponto P e
navegou em linha reta, com velocidade constante por 3 milhas. Em seguida, virou a proa
de um angulo de 45° para a direita e navegou com a mesma velocidade por mais 3 milhas.
A manobra foi repetida, sempre da mesma forma e com a mesma velocidade.

A figura a seguir mostra o inicio do percurso desse barco. Apds certo nimero de manobras,
o barco voltou ao ponto P de partida.

Nesse percurso, o barco percorreu uma distancia total de:
a) 18 milhas.
b) 21 milhas.
c) 24 milhas.
d) 27 milhas.
e) 30 milhas.

+ =
£x

O angulo de 45° é obtido a partir do prolongamento do lado, ou seja, o angulo externo do

poligono. Sabendo disso, descobriremos o nimero de lados do poligono para determinar a
distancia total percorrida. Temos:
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_360° 450 = 360°
B = 457 = —
360°
M= = 8 lados (octogno)

Entdo, multiplicamos o nimero de lados pela distancia percorrida em cada um dos segmentos:

L =nu40s- 3 = 8.3 = 24 milhas

Letrac.

021. (IBFC/TCM/RJ/TECNICO DE CONTROLE EXTERNO/2016) Sabe-se que a soma dos
angulos internos de um poligono é igual a 1260°. Se esse poligono é regular, entdo cada
angulo externo desse poligono é igual a:

a) 140°

b) 40°

c) 126°

d) 54°

+=

< %
Como a soma dos angulos internos de um poligono foi dada no enunciado, o primeiro passo

para descobrir a medida do angulo externo é encontrar o nUmero de lados do poligono.

S, = (n—2).180°

1260° = (n — 2).180°

Apds a descoberta do nimero de lados do poligono, encontraremos a medida do angulo
externo por meio de:

Letra b.
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5.4. POLIGONOS INSCRITOS

Um poligono é inscrito numa circunferéncia quando todos os seus vértices sdo pontos
da circunferéncia.
Em questdes de prova de concurso, é razoavel que cobrem o tridngulo regular, o quadrado

e o hexagono inscrito.

5.4.1. QUADRADO

Para o caso do quadrado, fagamos o seguinte desenho:

2R

Na figura, podemos notar que a diagonal do quadrado é igual ao diametro da circunferéncia.
A diagonal do quadrado pode ser calculada em fungao do lado pelo Teorema de Pitagoras.

D?* = a* 4+ a* = 2a*
»D=av?2

Agora, basta igualar a diagonal ao didmetro da circunferéncia.

D = 2R
~2R =av?2
~a=2RVZ=RV2

Sendo assim, o lado do quadrado inscrito na circunferéncia é igual ao raio da circunferéncia
multiplicado pela raiz de dois.
Eu ndao recomendo que vocé decore as expressoes para o lado do quadrado ou do

hexdgono em fungao do raio da circunferéncia.
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022. (CESPE/IFF/CONHECIMENTOS GERAIS/2018) Um quadrado tem todos os seus vértices

sobre uma circunferéncia de 4 cm de raio. Nesse caso, a area desse quadrado é igual a

a) 4 cm?2.
b) 8 cm?2.
c) 16 cm?.
d) 32 cm?.

e) 64 cm?2.

+ =
"?6_?3@

Observe a imagem a seguir.

4cm

4cm

Sabendo que a diagonal de qualquer quadrado é:

d =12

E que a diagonal do quadrado é 2-raio = 8cm, temos:

8=1LV2
8

L=—,_
V2

Logo, a drea do quadrado sera:

V2
82
V2
_64-
T2
~A=32cm?

Letra d.
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5.4.2. TRIANGULO

O triangulo é também uma situagao bastante comum, porém deixaremos para mais

adiante, quando teremos mais ferramentas para entender esse problema.

5.4.3. HEXAGONO

Uma sacada interessante é que, tragando o raio da circunferéncia, o hexagono a fatia

em 6 partes, produzindo 6 angulos de 60°.

VaV,

Dessa maneira, o lado do hexagono forma um triangulo equilatero com os raios da

circunferéncia. Logo, podemos escrever:
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QUESTOES COMENTADAS EM AULA

001. (FGV/PREFEITURA DE SALVADOR/BA/TECNICO DE NiVEL SUPERIOR II/DIREITO/2017) A
figura a seguir mostra um rio de margens retas e paralelas.
Jodo, que estd em uma das margens, gostaria de obter uma medida aproximada da largura
do rio. Para isso, adotou o seguinte procedimento:
buscou um ponto de referéncia na margem oposta e encontrou a pedra P;
fixou uma estaca no ponto A, de forma que AP fosse perpendicular ao rio;
caminhou paralelamente ao rio, fixou uma estaca em B e depois outra em C;
a partir de C, caminhou perpendicularmente ao rio até que, no ponto D, viu as estacas
B e P alinhadas com D;
fixou mais uma estaca nesse ponto e, com uma trena, mediu as distancias AB=20m,
BC=6meCD=38,4m.

A distancia, em metros, de A até P é de:
a) 22,6
b) 24,0
c) 25,5
d) 27,2
e) 28,0

002. (VUNESP/PREFEITURA DE CANANEIA/PROFESSOR DE ENSINO FUNDAMENTAL/2020)
Em um livro didatico, consta a seguinte figura:
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Sobre essa figura, ha informagodes, no livro, de que as retas que contém os pontosMe P, N
e Q, e O e Rsao paralelas, e que as medidas dos segmentos de extremidades MN, PQ e PR,
em certa unidade de medida u, sdo iguaisa 5 u, 4 u e 9 u, respectivamente.

Como exercicio, é solicitado que o aluno determine a medida do segmento NO, na unidade
de medida u, cuja resposta correta é:

a) 5,25.

b) 5,50.

c) 5,75.

d) 6,00

e) 6,25.

003. (FUNDATEC/PREFEITURA DE PARAI/AUXILIAR EDUCACIONAL/2024) Uma escada de
13 metros de comprimento deve ser posicionada em uma estante de livros, conforme a

figura abaixo:

12 m

Sendo assim, qual é a altura da estante, em metros?
a) 2.
b) 4.
c) 5.
d) 7.
e) 9.

004. (VUNESP/PREFEITURA DE CANANEIA/SP/ORIENTADOR SOCIAL/2020) Uma praga, com
a forma do triangulo retangulo ABC mostrado na figura, tem uma pista para caminhadas
em toda a extensdo do seu perimetro. Para caminhar do ponto B até o ponto C, pode-se
optar por ir diretamente de B até C, caminhando 150 m, conforme indicado na figura, ou
ir do ponto B até o ponto A, caminhando x m, e do ponto A até o ponto C, caminhando

mais 120 m.
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150 m

A C

O trajeto de B até C, passando por A, é mais longo do que o trajeto direto de B até C em
a) 70 m.
b) 60 m.
c) 50 m.
d) 40 m.
e) 30 m.

005. (VUNESP/CAMARA DA ESTANCIA BALNEARIA DE ITANHAEM/SP/AGENTE DE MANUTENCAO
E ZELADORIA/2017) Arthur desenhou numa folha de papel o tridngulo retangulo a seguir.
Ele afirmou, corretamente, que a medida do segmento XY mais a medida do segmento YZ

é igual a medida segmento XZ mais cm.
X 24 cm Y
L
Tem
il

(Fora de escala)

Das alternativas a seguir, aquela que completa corretamente a afirmagao de Arthur é:
a) 6
b) 5
c) 4
d)3
e)?2

006. (CESPE/PREFEITURA DE SAO CRISTOVAO/SE/PROFESSOR DE MATEMATICA/2019) A
respeito da trigonometria do triangulo retangulo e das fungdes trigonométricas, julgue

os itens que se seguem.
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Situacao hipotética: Um poste vertical mede h m de altura. A extremidade superior do poste,
ponto C, é atingida por um laser localizado em um ponto A, a 2,4 m do poste e a 1,6 m do
solo. Considerando o ponto B sobre o poste de forma que o tridngulo ABC seja retangulo em
B, o angulo a = CAB é tal que tga = 17/12. A figura a seguir ilustra a situagdo apresentada.
Assertiva: Nesse caso, o poste mede mais de 6 m de altura.

C

7 A

007. (INEDITA/2017) Alexandre pode ir da cidade A até a cidade B por dois caminhos. O
caminho direto é uma estrada que mede 10 km com muitos obstaculos, na qual a velocidade
média é de 40 km/h. O caminho alternativo é composto por duas vias perpendiculares entre
si passando por uma cidade C. Sabe-se que o angulo entre as estradas ABe AC é de 37°% e
que sen 37°=0,6. A velocidade minima que Alexandre deve utilizar nesse caminho para que
esse caminho alternativo seja mais rapido que o caminho direto é de 48 km/h.

008. (VUNESP/UNESP/ASSISTENTE ADMINISTRATIVO/2017) O quadrado da altura de um
tridngulo equiladtero é exatamente 300. O perimetro desse tridangulo, em uma determinada
unidade de medida, é:

a) 60

b) 50

c) 30

d) 20

e) 10

009. (CESPE/MEC/GUARDA MUNICIPAL/2011) Trés criangas costumam brincar de caga ao
tesouro, em local plano, na praia, da forma descrita a seguir: de posse de uma bussola,
elas fixam um ponto P na praia com uma bandeirinha, uma delas esconde um brinquedo
sob a areia e, depois, passa o mapa e a bussola para que as outras duas tentem encontrar

o tesouro. O mapa consiste em uma sequéncia de instrugcdes formadas pelo nimero de
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passos em linha reta e um sentido — a partir da bandeirinha —, que deve ser observada
para se encontrar o tesouro.

A partir do texto acima e considerando que a medida do passo de todas as criangas seja
idéntica e que as instrugdes do mapa sejam seguidas na ordem apresentada, julgue os
itens seguintes.

Se as criangas se unirem no ponto P e a primeira caminhar 2 passos para o norte, a segunda,
2 passos para o sudoeste e a terceira, 2 passos para o sudeste, o tridngulo cujos vértices
corresponderao as posigoes finais das criangas sera equilatero.

010. (CESPE/PC/ES/PERITO CRIMINAL/2011) Suponha, também que as estagdes A, Be C
tenham sido construidas em pontos equidistantes, de modo que a distadncia de uma dessas
trés estagdes para a outra seja de 150 km.

Com referéncia as informacgodes contidas no texto acima e a consideragdes hipotéticas que a
ele se seguem, e considerando 1,73 como valor aproximado para V3, julgue o item a seguir:
Supondo que uma nova estagao, D, seja instalada em um ponto equidistante das estagdes
A, B e C, entdo a distancia da estacao D para as estacdes A, B e C serd inferior a 87 km.

011. (CESPE/DEPEN/AGENTE PENITENCIARIO/2013) Abaixo a figura 1 apresenta o arco de
circunferéncia AB correspondente ao angulo central de 21/3 de uma circunferéncia de centro
O e raio AO=12 cm e figura 2 apresenta alguns tridngulos. A partir dessas informacdes e
considerando que XY denote a distancia entre os pontos X e Y considere, ainda, as seguintes
proposigoes:

L —— —
L: o comprimento do arco AR € mailor do que AQ+OB.

B 5

A 0 o P

Figura | Figum 2

Com base nas informagodes e nas figuras acima apresentadas e tomando 3,14 como valor
aproximado de T, julgue o item a seguir.

A proposicdao U-V é falsa.
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012. (CESPE/SERES/PE/AGENTE DE SEGURANCA PENITENCIARIA/2017) A figura a seguir
mostra o esquema utilizado por um individuo na travessia de um rio — de margens paralelas
e com forte correnteza —, saindo do ponto A, na margem inferior, e indo ao ponto B, na
margem superior.

Ele nadava por 4 m na diregao perpendicular as margens e, enquanto descansava, a correnteza
o levava por 4 m rio abaixo na direcao paralela as margens.

Fez esse esquema por trés vezes e, na quarta vez que nadou perpendicularmente as
margens, ele atingiu a margem superior, no ponto B. Nessa situagao, a distancia do ponto
A ao ponto B é igual a:

MArgem supernor

4m
4m

:‘IL margem inferior
a)1l2m
b) 16 m
c)20m
d) 28 m
e)32m

013. (FGV/PREFEITURA DE SALVADOR/BA/TECNICO DE NIVEL SUPERIOR 1/2017) No poligono
representado na figura a seguir, dois lados consecutivos sdao sempre perpendiculares.

4 C 8

Esse poligono representa uma sala vista de cima, e os nUmeros que aparecem na figura sao
as medidas, em metros, dos respectivos segmentos.
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Uma camera foi colocada no ponto C da figura, conseguindo, dessa posigao, registrar imagens
de quase toda a sala. Entretanto, ha uma regido da sala que a cAmera nao consegue ver.
A area, em m?, da regido que nao pode ser alcangada pela camera é de:

a) 3,6

b) 4,0

c) 4,5

d) 6,4

e)7,2

014. (VUNESP/MPE/SP/OFICIAL DE PROMOTORIA I/ADAPTADA/2016) No tridangulo retangulo
ABC da figura, BH é a altura relativa ao lado AC. O perimetro do tridngulo BHC, em cm, é

um ndmero real que se encontra entre:

B
8ecm
u
A H C
* 10 cm g

a)l6el7
b)15e 16
c)18e 19
d) 19 e 20
e)17e18

015. (CESPE/TRT/92 REGIAO/ANALISTA JUDICIARIO/AREA ADMINISTRATIVA/2007) O piso
de uma sala deve ser revestido com pegas de ceramica em forma de triangulos retangulos
isdsceles cuja hipotenusa mede cm. Calculou-se que seriam necessarias pelo menos
3.000 pegas para cobrir todo o piso. Nessa situagao, conclui-se que a area desse piso é
superior a 38 m2.

Obs.: Use que 1 m = 100 cm ou que 1 m? = 10000 cm?.

016. (IBEG/SANEAGO/BIOLOGO/2013/ADAPTADA) Considere uma casa a 80m de distancia de
um reservatério de uma companhia de saneamento de um determinado Estado Brasileiro.
A dgua dorio é captada e bombeada para o reservatério que fica a 50m de distancia dorio,

conforme ilustrado abaixo:
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i

( \__\ casa
=]

reservatorio

Se a intengao é bombear a 4gua do mesmo ponto de captagao no rio diretamente para a
casa, quantos metros de encanamento serao necessarios? (Sugestao: Lei dos cossenos: a?
= b2+ c?-2.b.c.cos A, cos 60° = 0,5)

a) 56m.

b) 64m.

c) 70m.

d) 75m.

e) 78,5m.

017. (IBEG/SANEAGO/BIOLOGO/ADAPTADA/2013) Determine a area do tridngulo a seguir.

—

(' \__\ casa
=]

80m

o ) 60°
reservatorio

S0m

018. (IBADE/PMERJ/SOLDADO/2023) A area total interna ao tridngulo de lados 7m, 9m e

14m é de, aproximadamente:
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Obs.: se necessario, utilize v2 = 1,4, V3 =1,7 e V5 = 2,2.
a) 28,4 m?
b) 26,4 m?
C) 24,4 m?
d) 22,4 m?
e) 20,4 m?

019. (INEDITA/2024) Um tridngulo possui lados de comprimento iguais a 7 cm, 9 cm e 14

cm. Determine a sua area.

020. (FGV/CODEBA/GUARDA PORTUARIO/2016) Um barco de pesca partiu do ponto P e
navegou em linha reta, com velocidade constante por 3 milhas. Em seguida, virou a proa
de um angulo de 45° para a direita e navegou com a mesma velocidade por mais 3 milhas.
A manobra foi repetida, sempre da mesma forma e com a mesma velocidade.

A figura a seguir mostra o inicio do percurso desse barco. Apds certo nimero de manobras,
o barco voltou ao ponto P de partida.

P

Nesse percurso, o barco percorreu uma distancia total de:
a) 18 milhas.
b) 21 milhas.
c) 24 milhas.
d) 27 milhas.
e) 30 milhas.

021. (IBFC/TCM/RJ/TECNICO DE CONTROLE EXTERNO/2016) Sabe-se que a soma dos
angulos internos de um poligono é igual a 1260°. Se esse poligono é regular, entdo cada
angulo externo desse poligono é igual a:

a) 140°

b) 40°

c) 126°

d) 54°
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022. (CESPE/IFF/CONHECIMENTOS GERAIS/2018) Um quadrado tem todos os seus vértices
sobre uma circunferéncia de 4 cm de raio. Nesse caso, a area desse quadrado é igual a

a) 4 cm?.

b) 8 cm?.

c) 16 cm?.

d) 32 cm?.

e) 64 cm?2.
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EXERCICIOS

023. (FUNDATEC/CAMARA DE SAO MARTINHO DA SERRA/TESOUREIRO/2024) Um retangulo
tem lados medindo 2,0 e 2,1 cm. Qual é a medida (em cm) de sua diagonal?

a) 2,4.

b) 2,5.

c) 2,6.

d) 2,8.

e) 2,9.

024. (FCC/TRT 22/TECNICO JUDICIARIO/2022) Com 2 tiras de papel de mesma largura e
comprimento é possivel formar uma tira de 80 cm de comprimento, sendo que as tiras
ficam superpostas 10 cm. Para formar uma tira de 76 cmn de comprimento, com essas duas
tiras, a proporgao de uma tira que ficara sobreposta é:

a) 14/45.

b) 7/80.

c) 7/40.

d) 11/80.

e) 28/45.

025. (VUNESP/FITO/ANALISTA DE GESTAO/BIBLIOTECA/2020) O poligono AVEQP da figura
representa um terreno e nao estad desenhado em escala. O tridngulo EVA é retanguloem V
e o quadrilatero EAPQ é um retangulo. As medidas de EV e VA sao, respectivamente, iguais
a48me20m.

A P

Se a medida do lado AP é igual a 75 m, entdo a area do terreno em m? é igual a:
a) 4380.
b) 4575.
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c) 5050.
d) 5275.
e) 6125.

026. (CESGRANRIO/IBGE/AGENTE DE PESQUISAS POR TELEFONE/2016) Na Figura a seguir,
PQ mede 6 cm, QR mede 12 cm, RS mede 9 cm, e ST mede 4 cm.

P Q

R S

A distancia entre os pontos P e T, em cm, mede:
a) 21
b) 20
c) 19
d) 18
e) 17

027. (FUNRIO/PREFEITURA DE TRINDADE/PEDAGOGO/2016) As dimensdes de um terreno
retangular sdo proporcionais a 3 e 4, e a medida de sua diagonal é igual a 50 m. A drea desse
terreno, em m?, equivale a:

a) 300

b) 400

c) 800

d) 1000

e) 1200

028. (FGV/SEE/PE/PROFESSOR DE MATEMATICA/2016)
A figura a seguir mostra o retangulo ABCD onde AB = 10 e BC = 7 e duas circunferéncias de

raio igual a 2. As circunferéncias sdao tangentes a dois lados do retangulo.
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A B

A distancia entre os centros dessas duas circunferéncias é:
a) 5v2
b) 3v3
c) 4V3
d) 2v5
e) 3V5

029. (CESPE/FUB/ASSISTENTE ADMINISTRATIVO/ADAPTADA/2008) Um quarto de uma casa
tem o formato de um retangulo com area igual a 18 metros quadrados e perimetro igual
a 20 metros.

A respeito dessa situagao, julgue os itens subsequentes:

A medida das diagonais desse retangulo, em metros, ndo € um nimero inteiro.

030. (CEBRASPE/PETROBRAS/GEOFISICO/2022) Em um tridngulo ABC, tem-se que AB = V3,
BC = (V2 + V6)/2 e ABC = 45°. Nessa situagao, é correto concluir que o lado AC = v2.

031. (FCC/PREFEITURA DE MACAPA/AP/PROFESSOR ANOS INICIAIS/2018) Uma joaninha
e uma formiga partem de um ponto A com destino ao ponto C. A joaninha vai de A até C
em linha reta, a formiga vai de A até B em linha reta e, depois, de B até C em linha reta. As
distancias percorridas estao indicadas na figura.

95 mm
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Nos percursos totais das duas, a distancia percorrida pela formiga foi maior que a percorrida
pela joaninha em

a) 37,5%.

b) 32%.

c) 36,5%.

d) 36%.

e) 32,5%.

032. (CESPE/IFF/CONHECIMENTOS GERAIS/2018) No poligono ABCD da figura precedente, os
tridangulos ABC e ACD sao semelhantes e retangulos —nos vértices Be C, respectivamente. Além
disso, AB=16 cm, AC=20cme CD é o lado menor do tridngulo ACD. Nessa situagao, AD mede

a) 24 cm.
b) 25 cm.
c) 28 cm.
d) 32 cm.
e) 36 cm.

033. (FGV/PREFEITURA DE JABOATAO DOS GUARARAPES/PROFESSOR/2023) Seja ABCDEF
um hexagono regular convexo de lados medindo 2 cm, com os vértices Ae D; BeE;CeF
sendo pares opostos. Seja ainda M o ponto médio do lado DE. A medida do segmento AM,
em centimetros, é a raiz quadrada de

a) 3.

b) 7.

c) 13.

d) 15.

e) 21.
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034. (FGV/PREFEITURA DE NITEROI/ARQUITETO/2023) O poligono abaixo é a planta de um
saldo desenhado por um arquiteto. Os angulos AJH e BCD medem 135° cada e todos os
outros angulos formados por dois lados consecutivos sao retos. Com excegao do segmento
AB, todos os outros lados do poligono medem 10m.

'] E
F
H D
J c
A B

Considerando V2 = 1,41, a area desse salao em metros quadrados é
a) 350.
b) 382.
c) 391.
d) 405.
e) 414.

035. (CRESCER CONSULTORIAS/PREFEITURA DE JIJOCA DE JERICOACOARA CE/PROFESSOR
EDUCACAO BASICA 1/2019) O projeto de uma casa popular vai ocupar uma regido retangular,

de dimensdes b e h, em um terreno triangular, de acordo com a figura a seguir:

B

h
b ]

18 m

'

O terreno é um triangulo retangulo, e um dos vértices da regiao retangular da casa esta
sobre o maior lado desse tridngulo. Assim, podemos afirmar que:

a) A casa pode ser construida com dimensdéesb=9meh=7m.

b) A casa pode ser construidacomb=3meh=12,5m.

c) As dimensdes h =6 m e b = 10 m vao determinar a maior medida da area possivel para
a casa.

d) E possivel construir uma casa cujas dimensdes sejamb =18 me h =15 m.
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036. (FGV/PREFEITURA DE SALVADOR/BA/PROFESSOR/MATEMATICA/2019) Afigura a seguir
mostra uma circunferéncia de centro O, um didametro AB e uma corda CD, perpendicular
em M ao segmento AB.

A
g ™
g Ty
c/ hé A\D
[ Pl |
k 4
.h'-«. L3 &
| N O ! |
|I -\._‘l‘. .-_-'- J
'.H l"\. ._.l' ._I'

I T R

. "-.h._.-"' -

B

Sabe-se que OM =2 cm e que MA =4 cm. A drea em cm? do tridangulo BCD é:
a) 16v2.
b) 18v2.
c) 24v2.
d) 32v2.
e) 36V2.

037. (EEAR/CONTROLADOR DE TRAFEGO AEREO/2023) Sejam os pontos A e B pertencentes
a uma mesma circunferéncia A, pelos quais sao tragadas duas retas tangentes a A e nao
paralelas entre si. Se a corda AB é o lado de um eneagono regular inscrito em A, o angulo
obtuso formado pelas referidas retas mede ____

a) 100°

b) 120°

c) 140°

d) 160°

038. (FGV/PREFEITURA DE SALVADOR/BA/PROFESSOR/MATEMATICA/2019) O tridngulo ABC
estd inscrito na circunferéncia de centro O. O dngulo OAB mede 28° e 0 angulo ABC mede 65°.
O angulo ACB mede:

a) 58°.

b) 60°.

c) 62°,.

d) 64°,

e) 66°.
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039. (FCC/PREFEITURADE SAO JOSEDORIO PRETO/SP/AGENTE COMUNITARIO DE SAUDE/2019)
Em um tridngulo ABC a altura BD relativa ao lado AC mede 3 cm, conforme mostra a figura.

Sabendo que o segmento CD é 6 cm maior que o segmento AD e que a area do triangulo
BCD é o quadruplo da area do triangulo ABD, a area do tridngulo ABC, em cm?, é:

a) 12

b) 15

c) 18

d) 21

e) 24

040. (FCC/PREFEITURA DE SAO JOSE DO RIO PRETO/SP/AGENTE FISCAL DE POSTURAS/2019)
Os tridngulos retangulos ABC, ABE e ACD, da figura abaixo, tém o vértice Aem comum; o
tridangulo ABC é isésceles e tem area 8 cm2, e o segmento CE mede 6 cm.

.-".I. G

E A % T Forade escala
[

B

Sabendo que a area do tridangulo ACD é o quadruplo da area do triangulo ABE, a medida,
em cm, do segmento AD é:

a) 8

b) 12

c) 16
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d) 20
e) 24

041. (CESPE/SEFAZ/RS/AUDITOR FISCAL DA RECEITA ESTADUAL/2019) Os quadrados A,Be
C foram colocados lado a lado, de modo que uma reta contém os trés vértices superiores,

como mostra a figura a seguir.

Se a area do quadrado A for 24 cm?, e a area do quadrado C for 6 cm?, entdo a area do
quadrado B seraigual a

a) 9 cm?2.

b) 10 cm?2.

c) 12 cm?.

d) 15 cm?.

e) 18 cm?2.

042. (CESPE/SEFAZ/RS/AUDITOR FISCAL DA RECEITA ESTADUAL/2019) Para construir uma

rampa de acesso a uma garagem, foi feito um projeto conforme a figura a seguir.

[1] Tl = =t =t = = -

A L

No projeto, a rampa é a hipotenusa AB do tridngulo retangulo ABC. A altura da rampa,
representada pelo cateto BC, deverd medir 2 m. A distancia AC, representada pelo outro
cateto do triangulo, devera ser tal que ainclinagdo da rampa, dada pelo angulo 6 no vértice

A, ndo seja superior a 30°.
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Nessa situagao, sabendo-se que tg 30° = v3/3, o comprimento do cateto AC, em metros,
devera ser tal que:

a) AC < V3/4.

b) v3/4 < AC < V3/2.

c) v3/2 < AC < V3.

d) v3 < AC < 2V3.

e) AC 2 2V3.

043. (CESPE/SEFAZ/RS/ASSISTENTE ADMINISTRATIVO FAZEN DARIO/2018) O esquema a seguir
mostra um observador no ponto O, que representa o cume de uma montanha, e um aviao

no ponto A, a altura AB do solo. O ponto C, no segmento AB, esta a 6 km desse observador.

O observador enxerga o aviao sob um angulo de 60° com a horizontal OC e o ponto B, no
solo, sob um angulo de 30° com a mesma horizontal.

Admitindo-se 0,57 e 1,73 como valores aproximados para tg 30° e tg 60°, respectivamente,
é correto afirmar que a altura AB do aviao é

a) inferior a 8 km.

b) superior a 8 km e inferior a 10 km.

c) superior a 10 km e inferior a 12 km.

d) superior a 12 km e inferior a 14 km.

e) superior a 14 km.

044. (CESPE/SEFAZ/RS/ASSISTENTE ADMINISTRATIVO/2018) Em um tridangulo retangulo, a
hipotenusa mede 13 centimetros e um dos catetos mede 5 centimetros. Nesse triangulo,
considere o retangulo inscrito, em que o comprimento do lado maior é igual ao dobro do
comprimento do lado menor, e um dos lados maiores esta sobre o cateto maior do tridangulo.

Com base nessas informacgoes, é correto afirmar que a drea desse retangulo é igual a:
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a) 11250/529 cm?.
b) 3600/289 cm?.
c) 3600/49 cm?,

d) 1800/121 cm?.
e) 1800 cm?Z.

045. (FGV/AL/RO/ANALISTA LEGISLATIVO/2018) O retangulo ABCD tem dimensdes AB=2¢e
BC = 4. Os pontos M e N sdo médios dos lados BC e CD, respectivamente.

O cosseno do angulo AMN é igual a

a) -1/ V3.

b) 1/V5.

c) -1/V5.

d) 1/v10.

e) -1/v10.

046. (FGV/FUNARTE/ASSISTENTE FINANCEIRO/2014) A plateia de um teatro, vista de cima
para baixo, ocupa o retangulo ABCD da figura a seguir, e o palco é adjacente ao lado BC. As
medidas do retangulo sdo AB=15m e BC = 20m.

D

Teatro

Siaaaaaaaa® )

alco

A

Um fotdgrafo que ficarad no canto A da plateia deseja fotografar o palco inteiro e, paraisso,
deve conhecer o angulo da figura para escolher a lente de abertura adequada.

O cosseno do angulo da figura acima é:

a) 0,5;

b) 0,6;

c) 0,75;

d) 0,8;

e) 1,33.
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047. (FUNRIO/IFPA/TECNICO EM SECRETARIADO/2016) O quadrilatero ABCD da figura abaixo
€ um paralelogramo e DE é bissetriz do angulo CDA. Se BC =5 cm e BE = 3 cm, o perimetro
desse paralelogramo é igual a:

7

a)26m
b) 24 m
c)22m
d) 20 m
e)18 m

048. (FGV/AL-RO/ANALISTA LEGISLATIVO/MATEMATICA/2018) A figura a seguir mostra a
secante PAB e a tangente PT a uma circunferéncia. Sabe-se que, no tridngulo PTB, tem-se

PT = TB e que, na circunferéncia, os arcos AB e BT tém a mesma medida.

1 Ty
r,// N
e | L
“p Fk\\ /B
A

O angulo APT mede:
a) 30°.
b) 36°.
c) 40°,
d) 45°.
e) 60°.
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049. (INEDITA/2018) Considerando 1,73 como valor aproximado da raiz de 3 a area de

hexagono inscrito numa circunferéncia de raio 10 cm é superior a 250 cm?.

050. (FCC/PREFEITURA DE SAO JOSE DO RIO PRETO/SP/ARQUITETO/DESAFIO/2019) Os
seis tridngulos que aparecem na figura sdo equilateros, com bases no segmento AB que
mede 36 cm.

A soma dos perimetros dos tridngulos, em cm, é:
a) 36

b) 54

c) 72

d) 90

e) 108

051. (FUMARC/SEE-MG/PROFESSOR DE EDUCAGCAO BASICA/MATEMATICA/2018) O Triangulo
de Sierpinsky é um fractal criado a partir de um tridngulo equilatero, da seguinte forma:
divide-se cada lado do tridngulo ao meio, unem-se estes pontos médios e forma-se um
novo tridngulo equilatero.

A

Triangulo Orniginal Estagio 1 Estagio 2 Estagio 3

Se continuarmos o processo, quantos tridngulos brancos havera no Estagio 10?
a) 9.841

b) 16.683

c) 29.524

d) 59.049

e) 88.573
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052. (FCC/PREFEITURA DE SAO JOSE DO RIO PRETO/SP/ANALISTA EM VIGILANCIA SANITARIA/
DESAFIO/2019) Considere uma sequéncia de poligonos em que os vértices sdo sucessivamente

numerados, como mostra a figura.

1 4 5 g 14
;’\ ] /\ 17 0B
s B 10
\_ 3y -"I ( ]
A I I 18 " 16
3 2 7 6 12 11 17

O nimero de lados do poligono dessa sequéncia em que se encontra o vértice de niUmero
250 é:

a) 18

b) 16

c) 22

d) 20

e) 24

053. (CESPE/SEFAZ/RS/TECNICO TRIBUTARIO DA RECEITA ESTADUAL/DESAFI0/2018) A figura
a seguir ilustra a primeira etapa de um processo recursivo que, a partir de um hexagono
regular em que os lados medem 1 cm de comprimento, constroem-se 6 novos hexagonos

regulares.

| cm

Nesse processo, os lados do hexagono externo sdo divididos em 3 partes iguais e, conforme
mostra a figura, sdo construidos outros 6 hexadgonos regulares; em cada um deles, o
comprimento dos lados é igual a 1/3 cm. Na segunda etapa, dividem-se os lados desses 6
novos hexagonos em 3 partes iguais, e constroem-se, de maneira semelhante a primeira

etapa, outros 36 hexagonos regulares. Esse processo pode seguir indefinidamente.
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Nessa situagao, sabendo-se que, se o comprimento dos lados de um hexagono regular for
iguala L cm, a drea desse hexadgono seraigual a 3v3/2 L?cm?, é correto concluir que a soma
das areas dos hexadgonos obtidos na 52 etapa do processo recursivo descrito é igual a:

a) (2/3)*x V3 cm?2.

b) (2/3)°x v3 cm?.

c) (3/2)°x V3 cm?,

d) (2/3)3x V3 cm?2.

e) (3/2)“x V3 cm?2.

054. (QUADRIX/SEDUCE-GO/PROFESSOR DE NIVEL III/MATEMATICA/2018) Em uma plantagao
de milho, foram encontradas marcas que moradores locais acreditam terem sido feitas
por extraterrestes. No ponto Q, esta localizada uma casa cujos residentes afirmam ter
ouvido sons estranhos na noite passada. O desenho a seguir foi feito por um observador, de
uma montanha, e pode conter distorgoes, mas foram feitas medidas precisas de algumas
distancias, como se segue: o circulo tem didmetro CD; os segmentos AQ e CQ medem 6 km;
e BP mede 4 km. Além disso, sabe-se que PD é tangente ao circulo em D.,

E

D P

Com base nesse caso hipotético, assinale a alternativa correta.

a) A soma das medidas de BQ, DQ e DP é igual a 28 e Q corresponde ao centro do circulo.
b) A soma das medidas de BQ, DQ e DP é igual a 24 e Q corresponde ao centro do circulo.
c) A soma das medidas de BQ, DQ e DP é igual a 20 e Q corresponde ao centro do circulo.
d) A soma das medidas de BQ, DQ e DP é igual a 24 e Q ndao corresponde ao centro do circulo.

e) Asoma das medidas de BQ, DQ e DP éigual a 20 e Q ndo corresponde ao centro do circulo.

055. (FGV/PROCEMPA/TECNICO EM TECNOLOGIA DA INFORMACAO E COMUNICAGCAO/2024)
A figura a seguir mostra trés poligonos regulares todos com lados do mesmo tamanho e

com os vértices A, B, Fe |l sobre aretar.
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O angulo GJH mede em graus:
a) 54
b) 57
c) 60
d) 63
e) 66

056. (INEDITA/2024) O palco e o auditério foram construido na forma de arcos de circunferéncia
AB e CE, que possuem o mesmo centro O e o mesmo raio R = 10 m.

palco palco
AA " A/\ 5

60°

oy s

C v E C E

120° p

D D

auditorio auditorio

Sendo «, B e y os angulos de visada dos espectadores C, D e E, a respeito desse auditério,
julgue os seguintes itens:

Dado: 1t = 3; sen 120° = 0O,5.

Os angulos de visada dos espectadores C, D e E sao iguais.
057. (INEDITA/2024) O angulo de visada de D é igual a 60°.

058. (INEDITA/2024) O comprimento do palco é igual a 10 metros.
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059. (INEDITA/2024) A &rea do triangulo COE corresponde a 25% da area do setor circular COE.

060. (INEDITA/2024) Considere o tridngulo ABE indicado na figura associada. Os tridangulos
ABC, BCE e DEF sao retos.

B
F
[ ] .
A C D E

Julgue os itens a seguir.
Suponha que os lados do tridangulo DEF estdo em Progressao Aritmética. Sabendo que a
razao é 2, entdo a hipotenusa desse triangulo sera 10.

061. (INEDITA/2024) Suponha, agora, os seguintes valores: DE=4cm,CE=8cme FD =3
cm. Entdo o lado BC mede 12 cm.

062. (INEDITA/2024) Considere que ABE = 90° e BC = 12 cm. Além disso, AC = 9 cm. Entéo,
pode-se afirmar que BE = 20 cm.

063. (INEDITA/2024) Considere que ABE = 90° e que DEF = «.se DFE = 2a, ent3o
ABC = 20°.

064. (INEDITA/2024) Sabendo que a reta CE é bissetriz do angulo C, determine o perimetro
do paralelogramo ABCD:

a) 36
b) 40
c) 56
d) 64
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065. (INEDITA/2024) Trés cidades A, B e C est3o situadas a uma distancia de 400 km uma da
outra, formando um tridngulo equilatero. Deseja-se construir uma central de monitoramento
de vizinha, que deve se situar em um ponto O a uma mesma distancia de todas essas cidades.
Sabendo que (1,73)? = 3, é possivel afirmar que a distancia entre a central de monitoramento
e cada uma das cidades é:

a) 160 km.

b) 200 km.

c) 231 km.

d) 300 km.

e) 346 km.

066. (INEDITA/2024) O trapézio isésceles ABCD é tal que o lado AB é paralelo ao lado CD.
Além disso, sabe-se que os lados AC e BD sao iguais a 10 cm. Sabendo que o lado AB = 20
cm e que o lado CD = 8 cm, assinale a alternativa que indica a area do trapézio.

a) 96

b) 112

c) 144

d) 160

067. (INEDITA/2024) Calcule o perimetro da seguinte figura plana.

A 12 B
6
C D
20

a) 42
b) 44
c) 48
d) 50
e) 52
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GABARITO COMENTADO

023. (FUNDATEC/CAMARA DE SAO MARTINHO DA SERRA/TESOUREIRO/2024) Um retangulo
tem lados medindo 2,0 e 2,1 cm. Qual é a medida (em cm) de sua diagonal?

a) 2,4.

b) 2,5.

c) 2,6.

d) 2,8.

e) 2,9.

+ =
'—.6_T$@

A diagonal consiste na hipotenusa de um tridngulo retangulo, cujos catetos sao os lados

do retangulo, como mostrado na figura a seguir.

A diagonal pode, ent3o, ser calculada pelo Teorema de Pitagoras, que estabelece que:
d* =2%+(2,1)*
d? =4+ 4,41

d? =841

Por fim, podemos tirar a raiz quadrada.

Letra e.

024. (FCC/TRT 22/TECNICO JUDICIARIO/2022) Com 2 tiras de papel de mesma largura e
comprimento é possivel formar uma tira de 80 cm de comprimento, sendo que as tiras
ficam superpostas 10 cm. Para formar uma tira de 76 cmn de comprimento, com essas duas
tiras, a proporgao de uma tira que ficara sobreposta é:

a) 14/45.

b) 7/80.

c) 7/40.

d) 11/80.

e) 28/45.

+=

£ X
Facamos uma figura para entender melhor o problema. As duas fitas sao sobrepostas 10

cm. Isso significa que 5 cm de cada fita estdao escondidos uma sobre a outra.
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40 40

45 45

Desse modo, cada fita tem 45 cm, sendo 5 cm de cada uma delas sobrepostas para totalizar

0s 80 cm, como mostrado a seguir:

35 5 & 35

B

Portanto, a soma dos comprimentos das tiras € de 90 cm. Para que a tira total tenha 76

cm, é preciso que sejam sobrepostos:

Sobrepostos =90 — 76 = 14 cm
De acordo com o enunciado, essa sobreposigao serd de somente uma das tiras. Portanto, uma

tira de 45 cm ficard completa e a outra terd 14 cm sobrepostos. Entdo, a fragao pedida é:

_ Fragao Sobreposta 14
P= " TotaldaTira 45

Letra a.

025. (VUNESP/FITO/ANALISTA DE GESTAO/BIBLIOTECA/2020) O poligono AVEQP da figura
representa um terreno e nao esta desenhado em escala. O tridngulo EVA é retanguloem V
e o quadrilatero EAPQ é um retangulo. As medidas de EV e VA sao, respectivamente, iguais
a48me 20 m.
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Se a medida do lado AP é igual a 75 m, entdo a area do terreno em m? é igual a:
a) 4380.
b) 4575.
c) 5050.
d) 5275.
e) 6125.

+=

=< %
Primeiramente, recordemos a féormula da drea de um triangulo:

base * altura
2

Como o tridangulo EVA é retangulo, sua area é dada por:

area =

VA-EV 20-48

— 2
) 2 =480m

area EVA =

Além disso, podemos descobrir o lado EA (e a altura do retangulo EAPQ) pelo Teorema de
Pitadgoras, que diz que a soma dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado da hipotenusa.

Assim:
EA2 = EV2 + VA2 = 482 + 202 = 2704 ~ EA=+/2704=52m

Temos entdo que a area do retangulo EAPQ é:
area EAPQ = base - altura = AP - EA = 7552 = 3900 m?
Somando a area das duas figuras geométricas, obtemos a area total do terreno:

area total = area EVA + area EAPQ = 480 + 3900 = 4380 m?®

Letra a.

026. (CESGRANRIO/IBGE/AGENTE DE PESQUISAS POR TELEFONE/2016) Na Figura a seguir,

PQ mede 6 cm, QR mede 12 cm, RS mede 9 cm, e ST mede 4 cm.
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A distancia entre os pontos P e T, em cm, mede:
a) 21
b) 20
c) 19
d) 18
e) 17

+=

< %
Em primeiro lugar, vamos

6
P« > Q
~ 4 9
~
~
[
~
~
~
~
~
12 ~

pol |

A forma mais simples de resolver essa questao é prolongando os segmentos PQ e ST até
fechar o triangulo retangulo, criando o vértice U (conforme esquema abaixo):

6 6 Q 9
P » Q P« <5 > J
< 4 3 ~ Y, Y, |
e S I
~ ~
o S
~ ~ I
\\\ \\\ | 8
12 RN RN ! 12
\\ ~ I"
T .
‘T
4 4
R S R S
< - <
9 9
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Note que, com os dados apresentados, podemos deduzir algumas relagoes:

UT=QR-TS=12—-4=8cm

PU=PQ+QU=6+9=15cm

Observe que a distancia PT € a hipotenusa do triangulo retdngulo UTP, que é retangulo
em U, e pode ser calculada pelo Teorema de Pitagoras:
PT* = UT? + PU*
PT* = 8%+ 15° = 64 + 225 = 289

PT =289 =17

~

027. (FUNRIO/PREFEITURA DE TRINDADE/PEDAGOGO/2016) As dimensdes de um terreno
retangular sdo proporcionais a 3 e 4, e a medida de sua diagonal é igual a 50 m. A drea desse
terreno, em m?, equivale a:

a) 300

b) 400

c) 800

d) 1000

e) 1200

+=

£ X
Note que a diagonal divide o retangulo em dois triangulos retangulos com as seguintes

medidas:
d=50m
a é proporcional a 4

b é proporcional a 3
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Para descobrir a medida dos catetos, utilizaremos o Teorema de Pitagoras.
d*> =a*+b?
502 = a? + b* (H

Com as relagoes de proporcionalidade, colocaremos um cateto em fungao do outro:

b a
3 4
=% an
“ b=
Substituindo Il em I, temos:
50% = q? + b*
3a\?
2 _ 2 it
50°=a +(4)
o 3an?
2500 = a® + (—)
4
- 2500 = a? + 9a”
" B 16

Podemos multiplicar tudo por 16

2500.16 = 16a? + 9a?

2500 .16 = 25a?

Resolvendo a equagao para a%:

~2500.16

2 — _
=——%5 ~ 100.16 = 1600

~ad

Agora, basta extrair a raiz quadrada:

a=v1600 =40m

Encontrado o valor de a, substituiremos na equagao Il:

gran.com.br 100 de 160


https://www.gran.com.br
https://www.gran.com.br

wRAN MATEMATICA
CONCURSOS Geometria Plana: Segmentos

Thiago Cardoso

b_3.40_30
= = m

Como o enunciado solicita a area do terreno retangular e a area do retangulo é igual ao

produto das suas dimensdes, temos:

Srerreno =a.b

= 40.30 = 1200 m?

terreno

028. (FGV/SEE/PE/PROFESSOR DE MATEMATICA/2016)
A figura a seguir mostra o retangulo ABCD onde AB = 10 e BC = 7 e duas circunferéncias de

raio igual a 2. As circunferéncias sdao tangentes a dois lados do retangulo.

D &

~

=
=

A B

A distancia entre os centros dessas duas circunferéncias é:
a) 5v2
b) 3V3
c) 4V3
d) 2v5
e) 3V5

+=

& %
Observe que a questao pede a distancia entre os centros de duas circunferéncias dentro

de um retangulo. O primeiro passo é tracar uma paralela ao segmento AB 3 partir do
centro da circunferéncia mais préxima ao vértice A e uma perpendicular, saindo do centro
da circunferéncia mais préxima ao vértice C.

A partir de entao, é possivel verificar que a distancia entre os centros corresponde a
hipotenusa de um tridangulo retangulo de lados 3 e 6.
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A B

Portanto, aplicando o Teorema de Pitagoras, temos que:
d* = a*+ b®
d =+/a?+ b2

wd=+/324+6%2=45=,/3%5=3V5

Letra e.

029. (CESPE/FUB/ASSISTENTE ADMINISTRATIVO/ADAPTADA/2008) Um quarto de uma casa
tem o formato de um retadngulo com area igual a 18 metros quadrados e perimetro igual
a 20 metros.

A respeito dessa situagao, julgue os itens subsequentes:

A medida das diagonais desse retangulo, em metros, ndo € um nimero inteiro.

T+ =
Jréjx

Para entender essa questao, vamos primeiramente anotar as informacgoes dadas. Considere
um retangulo com lados a e b. A drea do retangulo é igual ao produto de suas dimensodes:

— — 2
Sretﬁngulo =a.b=18m (I)
Ja o perimetro é igual a soma das dimensdes:

2Dretanguio =a+b+a+b=20m
~2(@a+b)=2

~a+b=10(D
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Note que a diagonal do retdngulo é numericamente igual a hipotenusa do tridangulo retangulo
formado pelos catetos a e b. Entao, utilizaremos o Teorema de Pitdgoras para descobrir o
valor da diagonal.

d?>=a®+ b*

Nao serad necessario calcular a medida dos catetos e, basta lembrar-se do produto notavel

e, em seu desenvolvimento, substituir as relagdes dadas no enunciado. Temos:

(a+ b)? =a*+ 2ab + b*
(10)? = a® + b*+ 2.18
100 = (a? + b?) + 36
100 —36 = d? -~ d? = 64 . d = V64 = 8m

Errado.

030. (CEBRASPE/PETROBRAS/GEOFISICO/2022) Em um triangulo ABC, tem-se que AB = V3,
BC = (V2 + V6)/2 e ABC = 45°. Nessa situagao, é correto concluir que o lado AC = V2.

+ =
-‘réjss

O lado AC pode ser calculado pela Lei dos Cossenos:

AC? = AB* + BC* — 2.AB.BC.cos(B)

Vamos substituir com os dados do enunciado.

Ac? = (V3)* + (M) - zﬁ-(

\fi+x/6)_\/§
2

2 2

Fagamos as contas, expandindo a soma de quadrados e trabalhando os radicais no Gltimo

termo.

A62=3+2+2.\Fi.ﬁ+6_@_(\/§+x@)

2

Vamos fazer as multiplicagdes dos radicais.

AC* =3+

8+2.\/ﬁ_(m+«/%)
4 2
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Veja que /12 = /4.3 = 24/3. Entéo, temos:
8+ 2.2v3 (2\6 + 6)

AC%2 =3+

4 2

AC?=3+2++V3—-(V3+3)

Fagamos a conta de subtracgao.

AC* =2

Extraindo a raiz, temos:

031. (FCC/PREFEITURA DE MACAPA/AP/PROFESSOR ANOS INICIAIS/2018) Uma joaninha
e uma formiga partem de um ponto A com destino ao ponto C. A joaninha vai de A até C
em linha reta, a formiga vai de A até B em linha reta e, depois, de B até C em linha reta. As

distancias percorridas estao indicadas na figura.

95 mm

Nos percursos totais das duas, a distancia percorrida pela formiga foi maior que a percorrida
pela joaninha em

a) 37,5%.

b) 32%.

c) 36,5%.

d) 36%.

e) 32,5%.

+=

< %
Primeiro, precisamos calcular as duas distancias:

Joaninha = AC = 12cm

Formiga = AB+ BC =7cm + 0,95mm =7cm + 9,5cm = 16,5cm
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Logo, a diferenga percentual entre elas foi de:

16,5 —-12

diferenca = 12

= 0,375 =37,5%

Letra a.

032. (CESPE/IFF/CONHECIMENTOS GERAIS/2018) No poligono ABCD da figura precedente, os
triangulos ABC e ACD sao semelhantes e retangulos—nos vértices Be C, respectivamente. Além
disso, AB=16 cm, AC=20cm e CD é o lado menor do tridngulo ACD. Nessa situagao, AD mede

B
(a)

16

D

a) 24 cm.
b) 25 cm.
c) 28 cm.
d) 32 cm.
e) 36 cm.

+=

< %
Como os tridngulos sao semelhantes, podemos fazer a seguinte relagao:

maior cateto maior cateto

hipotenusa  hipotenusa
Assim, temos:
AB AC
AC AD
Note que foram relacionados os maiores catetos de cada tridangulo, AB e AC, com as

hipotenusas, AC e AD, respectivamente.
Logo, substituindo os valores, temos:
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16 20
20 AD
2020
16
1D — 400
16
~AD = 25¢cm.

033. (FGV/PREFEITURA DE JABOATAO DOS GUARARAPES/PROFESSOR/2023) Seja ABCDEF
um hexagono regular convexo de lados medindo 2 cm, com os vértices Ae D; BeE;Ce F
sendo pares opostos. Seja ainda M o ponto médio do lado DE. A medida do segmento AM,
em centimetros, é a raiz quadrada de

a) 3.

b) 7.

c) 13.

d) 15.

e) 21.

+=

& %
Primeiramente, vamos representar a situagao pedida no problema.

A TN B

E1M D
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Vamos calcular os angulos internos de um hexagono regular, usando as expressoes:
V=2 s0e = (6_2) 180° = 2. 180° = 4 30° = 120°
=N 6 ~6 - -

Por esse motivo, o hexagono regular pode ser fracionado em seis triangulos equilateros,

de modo que sua altura pode ser calculada com mais facilidade. Vejamos:

A altura de um tridangulo equildtero pode ser calculada diretamente pelo seno do angulo
de 60°.

altura
lado

Como o lado do triangulo é igual a 2 e a altura é igual a h/2, podemos escrever:

sen 60° =

kv
NS NN

gt
«h=2V3

Por fim, podemos utilizar o teorema de Pitagoras no tridangulo ANM, notando que o angulo

ANM no vértice N é igual a 90°. Portanto, a hipotenusa AM pode ser calculada como:
AM? = AN? + NM?
2
AM? =12+ (2v/3) =1+43=1+12=13

Portanto, AM é igual a raiz quadrada de 13.
Letra d.
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034. (FGV/PREFEITURA DE NITEROI/ARQUITETO/2023) O poligono abaixo é a planta de um
saldo desenhado por um arquiteto. Os angulos AJH e BCD medem 135° cada e todos os
outros angulos formados por dois lados consecutivos sao retos. Com excegao do segmento
AB, todos os outros lados do poligono medem 10m.

G E
F
H D
J c
A B

Considerando V2 = 1,41, a area desse salao em metros quadrados é
a) 350.
b) 382.
c) 391.
d) 405.
e) 414.

+ =
£x

Podemos dividir o salao em quatro partes, sendo um retangulo, dois quadrados e um triangulo.

A B

Podemos calcular o angulo «, notando que as somas dos angulos em torno de J devem
somar 360°.

135°+90° + 90° + a = 360°
315° + a = 360°

s = 360°—315° =45°
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Portanto, os angulos FJC e FCJ sdo ambos iguais a 45°. Com isso, podemos concluir que
o angulo JFC é igual a 90°, portanto, o tridngulo FJC é retangulo, com angulo reto em F,
tendo o lado JC como sua hipotenusa. Desse modo, o comprimento JC pode ser calculado

pelo Teorema de Pitagoras:
JC? = 10% + 107
JC? =100+ 100 = 200
~ JC =+/200 = 10v2

Entdo, podemos calcular a drea do saldao como sendo a soma da area do retangulo ABCJ,
do triangulo FJC e dos quadrados GFHJ e DEFC.

G =

1042

i B

Sapc; = base - altura = 10V2 - 10 = 100v2 = 100 - 1,41 = 141

base - altura 10-10
SF}C = 2 = 2 = 50

S{;!;HJ’ = Si}h'f{(“ = Iadoz = 10 . 10 = 100

Portanto, a area total do saldo é:

§=141+50+2.100 = 141 + 50 + 200 = 391
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035. (CRESCER CONSULTORIAS/PREFEITURA DE JIJOCA DE JERICOACOARA CE/PROFESSOR
EDUCACAO BASICA 1/2019) O projeto de uma casa popular vai ocupar uma regido retangular,
de dimensdes b e h, em um terreno triangular, de acordo com a figura a seguir:

B

15m

h
ol o

18 m

=

O terreno é um tridngulo retdngulo, e um dos vértices da regiao retangular da casa esta
sobre o maior lado desse tridngulo. Assim, podemos afirmar que:

a) A casa pode ser construida com dimensdesb=9meh=7m.

b) A casa pode ser construidacomb=3meh=12,5m.

c) As dimensdes h =6 m e b = 10 m vao determinar a maior medida da area possivel para
a casa.

d) E possivel construir uma casa cujas dimensdes sejamb =18 me h =15 m.

+=

£ X
Para resolvermos, basta usar semelhanga de tridngulos. Considere a figura a seguir, com

insergao de alguns pontos

15m|E

18 m

Fazendo semelhanga entre os tridngulos ABC e DFC, temos:

h 18—b
15 18

18h = 15- (18 — b)
18h = —15b +15-18
18h = —15b + 270

~ 15b = 270 — 18h
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a) Errada. Substituindo os valores, temos:

15:-9=270—-18-7
135=270-18-7
135 =270—-126

135 =144

b) Certa. Substituindo os valores, temos:

15-3=270-18-12,5
45 = 270 — 225
45 =45
c) Errada. Substituindo os valores, temos:
15-10=270-18+6
150 =270—-18-6
150 = 270 — 108

150 = 162

d) Errada. Substituindo os valores, temos:

15-18 =270 —-18-15
270 =270—-18+15
270 =270—-270
270 =0

Letra b.

036. (FGV/PREFEITURA DE SALVADOR/BA/PROFESSOR/MATEMATICA/2019) A figura a seguir
mostra uma circunferéncia de centro O, um didametro AB e uma corda CD, perpendicular

em M ao segmento AB.
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D

& o '“"‘\}I
N\ /)
S

i
B

Sabe-se que OM =2 cm e que MA = 4 cm. A drea em cm? do triangulo BCD é:

a) 16V2.
b) 18v2.
c) 24v/2.
d) 32v2.
e) 36V2.

+=

< R
Observe a figura.

Note que o raio da circunferéncia vale 6cm. Logo, se puxarmos uma reta entre O e D, teremos

também um raio da circunferéncia. Dessa forma, OD=6cm. Observe o tridngulo formado.
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Precisamos descobrir qual o valor do outro cateto, indicado como x. Para isso, basta utilizar
a formula de Pitagoras:

hipotenusa® = cateto? + cateto?
62 =2>+x* - 36=2%+x?
36 =4+ x?
x? = 32
~ x = V32cm

Relembrando a formula da area de tridngulos:

base - altura
2

Agora, segundo os dados do problema, temos que a base do tridangulo sera 2 vezes o valor

Area =

de x. Além disso, a altura do triangulo sera a reta MB, que vale (6 + 2)cm. Logo:

] 2-432-(6+2)
Area =
2
) 2:/32-8
Area:f

Area = 8V32 =8J42-2 = 8-4J2 = 32/2 cm

Letra d.

037. (EEAR/CONTROLADOR DE TRAFEGO AEREO/2023) Sejam os pontos A e B pertencentes
a uma mesma circunferéncia A, pelos quais sao tragadas duas retas tangentes a A e nao
paralelas entre si. Se a corda AB é o lado de um eneagono regular inscrito em A, o angulo
obtuso formado pelas referidas retas mede __
a) 100°
b) 120°
c) 140°
d) 160°

+=

& %
Vamos desenhar a situagao tratada na questao.
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Sabemos que a corda AB é o lado de eneagono (poligono de 9 lados). Por outro lado, o
angulo AOB é o angulo central desse poligono. Como o eneagono tem 9 lados, esse angulo
central divide a circunferéncia em 9 partes. Portanto, esse angulo central corresponde a
1/9 do angulo de 360°.

360°
AOB = 5 = 40°

Além disso, os angulos OAP e OBP sao angulos entre o raio da circunferéncia e a reta tangente.
Matematicamente, a reta tangente é sempre perpendicular ao raio da circunferéncia no
ponto de tangéncia. Entao, ambos os angulos OAP e OBP sao iguais a 90°.
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Por fim, podemos notar o quadrilatero OABP, cuja soma dos angulos internos deve ser igual
a 360°. Entao, podemos escrever:

90° + 90° + 40° + @ = 360°
220°+ 6 = 360°

~ 08 =360°— 220° = 140°

038. (FGV/PREFEITURA DE SALVADOR/BA/PROFESSOR/MATEMATICA/2019) O triangulo ABC
esta inscrito na circunferéncia de centro O. O angulo OAB mede 28° e 0 angulo ABC mede 65°.
O angulo ACB mede:

a) 58°.

b) 60°.

c) 62°.

d) 64°.

e) 66°.

+=

< %
Pelo enunciado, temos:

Temos também que o tridngulo OAB é isdsceles, por possui dois lados iguais ao raio da
circunferéncia (lado AO e lado OB). Assim, o angulo OAB é igual ao dngulo OBA que é igual
a 28°.

Como a soma dos angulos internos de um tridngulo é 180°, o angulo AOB é:
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OAB + OBA + AOB = 180°
28+ 28 + AOB = 180°
56 + AOB = 180°

~ AOB = 124°
Agora basta relembrar de outra propriedade de tridngulos inscritos dentro de uma
circunferéncia.
Quando o arco de circunferéncia formado por um angulo central é igual ao arco de outro
angulo inscrito na circunferéncia, entdo o angulo inscrito serd a metade do dngulo central.
Observe a figura abaixo.

Logo, ACB é a metade de 124, ou seja:

Letrac.

039. (FCC/PREFEITURA DE SAO JOSE DO RIO PRETO/SP/AGENTE COMUNITARIO DE SAUDE/2019)

Em um tridngulo ABC a altura BD relativa ao lado AC mede 3 cm, conforme mostra a figura.
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Sabendo que o segmento CD é 6 cm maior que o segmento AD e que a area do tridngulo
BCD é o quadruplo da area do tridngulo ABD, a area do tridngulo ABC, em cm?, é:

a) 12

b) 15

c) 18

d) 21

e) 24

+ =
-'?6_?88

Considerando y como a area do triangulo ABD e x como a distancia AD, temos:

Jl>‘

A area de um triangulo é dada pela famosa expressao: base vezes altura dividido por 2.

base - altura
2

No caso de um tridngulo retangulo, ela fica simplesmente igual ao produto dos catetos.

Area =

Assim, para o triangulo ABD, teremos:
x-3
y=——=15x(I)
2
Para o tridangulo BDC, também retangular, temos:

(x+6)-3
e

4y =1,5-(x+6) (II)

Ja haviamos calculado a relagao entre y e x na equagao (I), entdo, podemos escrever:
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4-(1,5%) = 1,5(x + 6)

4 x=x+6
4x—x=06
3x=6
Sx=2cm
Assim, a area do tridangulo ABC é:
B
s
- __-HRH
3cm . Ny
-\-_--_"-.
# ! H---ﬁ'“'“-;
A 2 D 8 C
L L ']
| | | "
X X +6
" 2+8)-3
2
A _ 10-3
reda = 5
Area =5-3

& Area = 15¢m?

Letra b.

040. (FCC/PREFEITURA DE SAO JOSE DO RIO PRETO/SP/AGENTE FISCAL DE POSTURAS/2019)
Os triangulos retangulos ABC, ABE e ACD, da figura abaixo, tém o vértice A em comum; o

tridngulo ABC é isdsceles e tem area 8 cm2, e o segmento CE mede 6 cm.
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E AR \G Fora de escala

B

Sabendo que a area do tridangulo ACD é o quadruplo da area do triangulo ABE, a medida,
em cm, do segmento AD é:

a) 8

b) 12

c) 16

d) 20

e) 24

=

< %
Relembrando a formula da area de triangulos:

bhase - altura

Area =
rea 5

Agora, segundo os dados do problema, temos:

Fora da escala

R
ik
>
=
]
x
o

b
s _ _ _ _ __ _¥
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Pela area do tridangulo ABC, descobrimos x:

8_x-x
o2
2
8=—
16 = x?
wx=4cm
Logo, o triangulo EAB tem area:
_(6—x)x
2
(6—4)-4
2
24
Y=72
.'.y=4{;m2

Por fim, analisando o triangulo ADC e considerando o lado AD como z, temos:

4 _Zzx
Y=
_z-(4)
4 4) ==
16_4-4
2
32 =4z
Zz=8cm

Letra a.

041. (CESPE/SEFAZ/RS/AUDITOR FISCAL DA RECEITA ESTADUAL/2019) Os quadrados A, Be
C foram colocados lado a lado, de modo que uma reta contém os trés vértices superiores,

como mostra a figura a seguir.
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Se a area do quadrado A for 24 cm?, e a area do quadrado C for 6 cm?, entdo a area do
quadrado B seraigual a

a) 9 cm?2.

b) 10 cm?2.

c) 12 cm?.

d) 15 cm?.

e) 18 cm?2.

+ =
"?6_?3@

Observe que se trata de um problema de proporcionalidade entre tridngulos. Calculando

os lados dos quadrados A e C, temos:

Area =17 (I)

L =+/Area

Ly = ,AreaA S Ly =+vV24cm
Lo = #Areac ~Le=+V6cm

Fazendo um prolongamento da reta é possivel observar melhor a situagao:

Entao:

\
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Assim, temos uma relagao de proporcionalidade entre os lados dos quadrados, com Ksendo
uma constante de proporcionalidade.

L, Lg
Iy I -

Resolvendo, temos:

V24 _Ls
Ly V6

Lg* =246
L;? =144

& Lg=+12cm

Voltando a equacao (I), temos:

) , ) 2
Area = L? - Area =12
& Area = 12 cm?

Letrac.

042. (CESPE/SEFAZ/RS/AUDITOR FISCAL DA RECEITA ESTADUAL/2019) Para construir uma

rampa de acesso a uma garagem, foi feito um projeto conforme a figura a seguir.

7 ]
A C

No projeto, a rampa é a hipotenusa AB do triangulo retangulo ABC. A altura da rampa,
representada pelo cateto BC, deverd medir 2 m. A distancia AC, representada pelo outro
cateto do tridangulo, devera ser tal que a inclinagao da rampa, dada pelo angulo 6 no vértice
A, ndo seja superior a 30°.
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Nessa situagao, sabendo-se que tg 30° = v3/3, o comprimento do cateto AC, em metros,
devera ser tal que:

a) AC < V3/4.

b) v3/4 < AC < V3/2.

c) v3/2 < AC < V3.

d) v3 < AC < 2V3.

e) AC 2 2V3.

+=

& %
Primeiro, devemos calcular qual seria a tangente da rampa. Sabe-se que:

cateto oposto

tangente =
g cateto adjacente

A tangente da rampa devera ser menor ou igual que a tangente de 30°. Logo:

BC £030 V3 2<\/§
0 — — R —
ac=" 3 AC =73
6 —4c
V3~
6 3
& B4
V3 V3
63
T\/_sAc

s~ 2V3 < AC ou AC = 2V/3

043. (CESPE/SEFAZ/RS/ASSISTENTE ADMINISTRATIVO FAZEN DARIO/2018) O esquema a seguir
mostra um observador no ponto O, que representa o cume de uma montanha, e um aviao
no ponto A, a altura AB do solo. O ponto C, no segmento AB, estd a 6 km desse observador.
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B

O observador enxerga o avidao sob um angulo de 60° com a horizontal OC e o ponto B, no
solo, sob um angulo de 30° com a mesma horizontal.

Admitindo-se 0,57 e 1,73 como valores aproximados para tg 30° e tg 60°, respectivamente,
é correto afirmar que a altura AB do aviao é

a) inferior a 8 km.

b) superior a 8 km e inferior a 10 km.

c) superior a 10 km e inferior a 12 km.

d) superior a 12 km e inferior a 14 km.

e) superior a 14 km.

+,=

< %
Primeiramente, relembre a féormula de tangente:

cateto oposto
cateto adjacente

tangente =

Agora considere os seguintes trechos como x e y:

60" 6 km
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Aplicando as férmulas de tangente, temos:

+ Trecho AC
tg60° = %: 1,73
y=173:6
&~y =10,38 km
- Trecho CB
tg30° = X = 0,57
g - 6 - ’
y=057-6
sy =342 km
Logo, o trecho AB sera:
AB = AC + CB

AB = 10,38 + 3,42
~“AB =139 km

Assim, o trecho é superior a 12km e inferior a 14km.
Letra d.

044. (CESPE/SEFAZ/RS/ASSISTENTE ADMINISTRATIVO/2018) Em um tridangulo retangulo, a
hipotenusa mede 13 centimetros e um dos catetos mede 5 centimetros. Nesse triangulo,
considere o retangulo inscrito, em que o comprimento do lado maior é igual ao dobro do
comprimento do lado menor, e um dos lados maiores esta sobre o cateto maior do tridngulo.
Com base nessas informacgoes, é correto afirmar que a drea desse retangulo é igual a:

a) 11250/529 cm?.

b) 3600/289 cm?.

c) 3600/49 cm?,

d) 1800/121 cm?.

e) 1800 cm?Z.

+=

£ X
Primeiramente, considere a seguinte figura representativa do problema.

gran.com.br 125 de 160


https://www.gran.com.br
https://www.gran.com.br

wRAN MATEMATICA
CONCURSOS Geometria Plana: Segmentos

Thiago Cardoso

\13 i

2%

Scm

Y

Precisamos descobrir qual a medida do outro cateto. Para isso, basta utilizar o Teorema
de Pitagoras:

hipotenusa? = cateto? + cateto®
132 =5%2+y%2 —> 169 =5%+y?
169 = 25 + 2
y2 = 144 - y = 144
~y = 12m

A seguir, podemos utilizar a semelhanga de triangulos:

13 cm

Scm

2X

12cm

Para encontrar x, poderiamos fazer semelhanga com o tridangulo | ou Il. Escolheremos o
triangulo I.

Triangulo I:
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(5—-x)'6=>5x
30— 6x = 5x
30 =11x

30

"x=ﬁ

Por fim, a drea do retangulo é dada pelo produto de suas dimensdes:

Area = comprimento - altura
Area = 2x - x

Area = 2x?

] 30\2
Area = 2 - (—)

11
frea =222

e = 112
. , 900

rea =Lt
o 1800
o ATEUd = 121

045. (FGV/AL/RO/ANALISTA LEGISLATIVO/2018) O retangulo ABCD tem dimensdes AB=2e
BC = 4. Os pontos M e N sdo médios dos lados BC e CD, respectivamente.

O cosseno do angulo AMN é igual a

a) -1/ V3.

b) 1/V5.

c) -1/V5.

d) 1/v10.

e) -1/Vv10.
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+ =
£x

Pelo enunciado, temos a seguinte figura:

A D
2 N
1
B M _ C
5 >
4
Construindo um triangulo com AMN, temos:
Ar——o D
1
,E‘ﬂ)//
B M C
- »
4

Vamos encontrar cada lado do triangulo AMN:
1-LADO MN:

MN? = MC? + NC?
MN? = 22 + 12
MNZ =4 +1
MN2 =5

& MN =5
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2 - LADO AM:
AM? = AB* + BM?*
AM? =22 422
AM? =4+ 4
AM?2 =8
“ AM =8
3 - LADO AN:

AN? = AD? + DN?

AN? = 4% + 17
AN?=16+1
AN? =17
AN =17
Assim, obtemos a seguinte figura:
Ar—— D
T e Hy__l'?
2 Rl N
V8 s
e 5
B M C
4

Agora, basta lembrar da lei dos cossenos:

x* = y* + z22-2-y-z-cos (X)

Substituindo os dados do problema, temos:
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AN? = AM? + MN?- 2-AM - MN - cos (a)
Vi7° = V8 +5 - 2-vV8-V5 - cos (@)
17=8+5- Z-Vﬁ-cos(af)
17=13-2-/8-5"cos (a)
4=-2-V8-5"cos (a)
4= - 240 cos (a)

Podemos, agora, simplificar o nUmero dentro da raiz quadrada:

2= -v4-10-cos (a)

2= -+/2%-10-cos (a)
2= - 2-V10- cos (@)
1= -10 cos (a)

1
~ocos () =-—

V10

Letra e.

046. (FGV/FUNARTE/ASSISTENTE FINANCEIRO/2014) A plateia de um teatro, vista de cima
para baixo, ocupa o retangulo ABCD da figura a seguir, e o palco é adjacente ao lado BC. As
medidas do retangulo sdo AB=15m e BC = 20m.

D

Teatro

Q
mIK————————E——————-—— by
o
(=]
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Um fotdgrafo que ficard no canto A da plateia deseja fotografar o palco inteiro e, paraisso,
deve conhecer o angulo da figura para escolher a lente de abertura adequada.

O cosseno do angulo da figura acima é:

a) 0,5;

b) 0,6;

c) 0,75;

d) 0,8;

e) 1,33.

+=

£ X
Pelo enunciado, temos a seguinte figura:

D 5
Teatro

20m

>
=)

&
v

15m

Note que é formado um tridngulo cujos catetos sdo 15m e 20m. Para obter o valor x da
hipotenusa desse tridangulo, basta usarmos o Teorema de Pitagoras.

x> = 15% + 207
x* = 225 + 400
x? = 625
ax = V625 =25
Agora, basta aplicarmos a féormula do cosseno:

Cateto Adjacente

Cosseno(a) = Hipotenusa
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Onde o cateto adjacente é o AB e a hipotenusa é o x encontrado. Assim:

Cosseno(a) = — =06

Letra b.

047. (FUNRIO/IFPA/TECNICO EM SECRETARIADO/2016) O quadrilatero ABCD da figura abaixo
€ um paralelogramo e DE é bissetriz do angulo CDA. Se BC =5 cm e BE = 3 cm, o perimetro
desse paralelogramo é igual a:

=7

a)26m
b) 24 m
c)22m
d) 20 m
e)18 m

+ =
Jréjss

Pelas informagdes do enunciado, o segmento CE é bissetriz do angulo ADC. Assim, os
angulos ADE e CDE sao iguais. Além disso, vamos juntar as outras informagdes fornecidas
no enunciado sobre as medidas dos segmentos BE e BC.

-
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Observe que o segmento DE é uma transversal e os angulos AED e EDC sdo alternos e internos.
Sabemos que os alternos e internos de uma transversal passando por duas paralelas sao

3
A E < -+ B
B
5 5
B
B
D C

Por consequéncia, os angulos AED e EDA sao iguais. Logo, o tridngulo ADE é is6sceles. Assim,

iguais.

podemos calcular o segmento AE, pois os lados opostos a angulos iguais em um tridngulo

sao iguais:

>

- 3
A « > E = > B
b
5 5
B
B
D C

Portanto, os lados AB e DC do paralelogramo ABCD sao iguais a 8. Por fim, o perimetro do

paralelogramo é igual a:

2ppm'alelagrmno = (A + R) + (E + ﬁ) + W

zpparalelogmmo =(5+5)+ (5+3)+8=26

Letra a.
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048. (FGV/AL-RO/ANALISTA LEGISLATIVO/MATEMATICA/2018) A figura a seguir mostra a
secante PAB e a tangente PT a uma circunferéncia. Sabe-se que, no tridngulo PTB, tem-se
PT = TB e que, na circunferéncia, os arcos AB e BT tém a mesma medida.

/\

frF-' Fk\ /

O angulo APT mede:
a) 30°.
b) 36°.
c) 40°,
d) 45°.
e) 60°.

T+ =
Jréjx

Note que, por se tratar se um tridangulo isdsceles, temos que BPT = TBP. Chamaremos esse

O\
ay

P A\_I/B

Agora, analisando os arcos que compdem a circunferéncia, temos a formagao de um tridangulo

angulo de a.

— =

inscrito a circunferéncia.
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Como os arcos AB e TB tem a mesma medida, chamaremos seus respectivos angulos
associados de [3. Assim, pela propriedade dos angulos internos de um triangulo, temos a
primeira equagao:

a+p+ B =180°

a+ 23 =1802 (I)

Por fim, como o dngulo TPB é um angulo excéntrico exterior, ele respeita a seguinte
propriedade:

Sabendo que:

TPB =«
TB = 2f3

AT = 2a

Substituindo, temos a segunda equacao:

2 —2
a=J273=5_a

2a = B (I

Através das equacgodes | e I, vem:

a+2-(2a) =180°
a+ 4a = 180°
S5a = 180¢°

. 180°
L= =

= 36°

Assim, o angulo APT equivale a 36°.
Letra b.

049. (INEDITA/2018) Considerando 1,73 como valor aproximado da raiz de 3 a area de

hexadgono inscrito numa circunferéncia de raio 10 cm é superior a 250 cm?.
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Como os seis vértices do hexagono pertencem a circunferéncia e nada foi mencionado na
questao sobre a regularidade do poligono, admitamos que é regular.

Marcando o centro da circunferéncia no ponto O e irradiando os segmentos, temos que as
diagonais do hexagono correspondem ao didmetro da circunferéncia. As diagonais dividem
o hexagono em seis tridngulos isdésceles e a medida dos catetos iguais correspondem ao
raio da circunferéncia (r = 10 cm).

Como a soma dos angulos referentes ao ponto O somam 360° e ha 6 angulos iguais, temos:

10 cm

Y

)

Sabendo que a soma dos angulos internos de um triangulo é 180° e que a=60°, pode-se

afirmar que o tridngulo é equiladtero e que cada um de seus lados mede 10 cm.
Sendo a area do hexadgono formada por seis tridngulos equiladteros, temos:

a?y3 1023 100

S. = 6.5, = 6. 6 6 V3
6 A 4 4 4

S, =6-25-V3

« Sg = 150v3 = 150.1,73 = 15.17,3 = 259,5 cm?
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050. (FCC/PREFEITURA DE SAO JOSE DO RIO PRETO/SP/ARQUITETO/DESAFIO/2019) Os
seis tridngulos que aparecem na figura sdo equilateros, com bases no segmento AB que
mede 36 cm.

A soma dos perimetros dos tridngulos, em cm, é:
a) 36

b) 54

c)72

d) 90

e) 108

+ =
"%FTX

Primeiramente, note que sao tridngulos equilateros, ou seja, as medidas de todos os seus

lados sao iguais.

Note também que o problema nao cita “equiladteros entre si”, ou seja, ndo podemos afirmar
que todos os triangulos sdo iguais entre si.

Considere as seguintes bases do triangulo:

12 L4 /\ L6

.""J 1
,-'I’I"_I ,-'" \'..I
_.-‘; ""._ -] lr..fnl_ ' Y__.-"’ 'LII.' sy
P‘ il 1“"0"! \R'-\. ,"’IH T LII"'. .‘)rl B
\, / \/

Sabendo que o perimetro de um tridngulo equilatero é 3x o seu lado, o perimetro total sera:

PerimetroTotal =3-L1+ 3-L2+3-L3+ 3-L4+3:-L5+3-L6
Perimetro Total =3-(L1+ L2+ L3+ L4+ L5+ L6)

Como a somatoéria das bases dos tridngulos é 36 cm, temos:

Perimetro Total = 3 - 36

& Perimetro Total = 108 cm

Letra e.
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051. (FUMARC/SEE-MG/PROFESSOR DE EDUCAGCAO BASICA/MATEMATICA/2018) O Triangulo
de Sierpinsky é um fractal criado a partir de um tridngulo equilatero, da seguinte forma:

divide-se cada lado do tridngulo ao meio, unem-se estes pontos médios e forma-se um

novo tridngulo equilatero.

A

Triangulo Original Estagio 1

Estagio 2

Estagio 3

Se continuarmos o processo, quantos tridangulos brancos havera no Estagio 10?

a) 9.841

b) 16.683
C) 29.524
d) 59.049
e) 88.573

'
Pela figura, temos o seguinte padra
- Estagiol:1
- Estdgio2:1+3*=4
+ Estdgio3:1+3*+32=4+9=

Assim, temos a seguinte sequéncia:

O:

13

A=1,4,13,40..

Seguindo a férmula do somatério de uma progressao geométrica, temos:

Como:

Entdo, substituindo os valores na féormula do somatério:

gran.com.br
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30 - 1)
S=1—~
3—1
L@
3—1
3V - 1)
s="_——~
2
s (59049 1)
2
59048
S= > = 29524

Letrac.

052. (FCC/PREFEITURA DE SAO JOSE DO RIO PRETO/SP/ANALISTA EM VIGILANCIA SANITARIA/
DESAFIO/2019) Considere uma sequéncia de poligonos em que os vértices sdo sucessivamente

numerados, como mostra a figura.

1 4 5 9 14
\ 4 \ 43 - e 0
o
f/ N EH\ ;10 ‘ 1
/ 5 I 18 S B
3 2 7 6 127 11 17

O nUmero de lados do poligono dessa sequéncia em que se encontra o vértice de niUmero
250 é:

a) 18

b) 16

c) 22

d) 20

e) 24

+=

=< %
Note que o nUumero de lados (3, 4, 5,...) faz parte de uma Progressao Aritmética:
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1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12-13-14-15-16-17-18
L ] L J l j | ]
| | | |
3 4 5 6
\uﬁ\v,/'\&\_/__/
+1 +1 +1

Entao, para resolver o problema, é preciso utilizar a férmula de Progressao Aritmética

detalhada a seguir.

a,=a,+n—1)-r

Como cada poligono tera 1 lado a mais que seu anterior, temos que a razao da PA sera 1.

Assim, temos:
a,=3+n-1)-1
a,=3+n-—-1
a, =n+ 2 =n2%de lados do poligono(I)

Agora, utilizando a férmula do somatério de termos de uma PA, temos:

5 (a; +a,).n
2
3+a,)n
Jso B+ an)
2
Substituindo o valor de a:
3 2)).
e BH@+2))n
2
5).
zsozzgf;t_l_ﬁ
2
500 =(n+5).n
500 = n? + 5n

n?+5m—-500=0
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Para sermos mais rapidos, podemos resolver por soma e produto. Dessa forma, temos:

Soma = —
a

¢
Produto = —

a
Entao:
Soma = —> = —5
oma = 1=
-500)
Produto = — = —-500

Assim, os dois nUmeros cuja soma é -5 e o produto entre eles é -500 s3o:

y=—-25ex =20

Como o numero deve ser positivo, pois representa lados, temos que x = 20. Substituindo

na equa(;éo I, temos:
azo = 20 + 2 (I)

S Ay = 22 lados

Assim, o 20° poligono tera 22 lados.
Letra c.

053. (CESPE/SEFAZ/RS/TECNICO TRIBUTARIO DA RECEITA ESTADUAL/DESAFIO/2018) A figura
a seguir ilustra a primeira etapa de um processo recursivo que, a partir de um hexagono
regular em que os lados medem 1 cm de comprimento, constroem-se 6 novos hexagonos

regulares.

| cm
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Nesse processo, os lados do hexdgono externo sdo divididos em 3 partes iguais e, conforme
mostra a figura, sdo construidos outros 6 hexagonos regulares; em cada um deles, o
comprimento dos lados é igual a 1/3 cm. Na segunda etapa, dividem-se os lados desses 6
novos hexagonos em 3 partes iguais, e constroem-se, de maneira semelhante a primeira
etapa, outros 36 hexadgonos regulares. Esse processo pode seguir indefinidamente.
Nessa situagao, sabendo-se que, se o comprimento dos lados de um hexagono regular for
iguala L cm, a drea desse hexadgono seraiguala 3v3/2 L?cm?, é correto concluir que a soma
das areas dos hexadgonos obtidos na 52 etapa do processo recursivo descrito é igual a:

a) (2/3)*x V3 cm?2.

b) (2/3)°x V3 cm?.

c) (3/2)°x V3 cm?,

d) (2/3)3x V3 cm?2.

e) (3/2)“x V3 cm?2.

+ =
"?6—?8@

Essa € uma questao bem dificil porque mescla geometria, progressdes geométricas e um

trabalho algébrico com poténcias.
Em cada redugao, o comprimento L do hexadgono sera L/3. Como houve 5 redugdes, temos

@)

Em cada redugao sao formados 6 hexagonos. O nUmero de hexagonos formados depois de

que o novo L sera:

5 reducgdes sera:
Hexdgonos = 6°

Assim, para area de todos os hexagonos apds a 52 redugao, basta aplicar esses valores na

férmula apresentada.

. 33
Area total = T-LZ ‘n

Com nigual ao nimero de hexagonos. Logo, a area total sera:

) 3vV3 [/1\°\
Area total = — (5) - 6°
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Na poténcia de uma poténcia devemos conservar a base e multiplicar os expoentes:

3_\/§ 1 5.2
Area total = (T (g) ) - 65

. 3v3 /110
- —_— —_— —_— " 5
Area total = > (310) 6

Agora, podemos utilizar o fato de que 6 = 2.3. Assim, temos:

] 33 /110 )
Area total = —|3m |’ (2-3)5

3V3 (/110
_ 5 5
ﬂ;rea total = T . (3?) -22-3

Vamos efetuar algumas simplificagdes. Podemos simplificar 3 e 3°com o 3*° o denominador,
restando 3*“ no denominador. Também podemos dividir 2° por 2 chegando em 2*.

Para isso, basta lembrar que a razao de poténcias de mesma base, deve-se conservar a
base e subtrair os expoentes.

110
Area total = V3 - (W) . 95-1

Agora, basta realizar a subtragao dos expoentes. Além disso, note que qualquer poténcia
de base 1 é sempreigual a 1. Portanto 110 = 1.

A v 4
Area total = 3 - 2%
Podemos, por fim, reunir 2“e 3* e teremos:

. 24
Area total = V3 - 3—4

o4
. Area total = (5) -v/3 em?

Letra a.
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054. (QUADRIX/SEDUCE-GO/PROFESSOR DE NIVEL III/MATEMATICA/2018) Em uma plantagao
de milho, foram encontradas marcas que moradores locais acreditam terem sido feitas
por extraterrestes. No ponto Q, esta localizada uma casa cujos residentes afirmam ter
ouvido sons estranhos na noite passada. O desenho a seguir foi feito por um observador, de
uma montanha, e pode conter distorgoes, mas foram feitas medidas precisas de algumas
distancias, como se segue: o circulo tem didmetro CD; os segmentos AQ e CQ medem 6 km;
e BP mede 4 km. Além disso, sabe-se que PD é tangente ao circulo em D.,

C

D P

Com base nesse caso hipotético, assinale a alternativa correta.

a) A soma das medidas de BQ, DQ e DP é igual a 28 e Q corresponde ao centro do circulo.
b) A soma das medidas de BQ, DQ e DP é igual a 24 e Q corresponde ao centro do circulo.
c) A soma das medidas de BQ, DQ e DP é igual a 20 e Q corresponde ao centro do circulo.
d) Asoma das medidas de BQ, DQ e DP é igual a 24 e Q ndo corresponde ao centro do circulo.

e) A soma das medidas de BQ, DQ e DP éigual a 20 e Q ndo corresponde ao centro do circulo.

+=

< X

Analise a figura do problema:

C
A
6km
6km
Q
B 4km
D P
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Para resolver a questao, é preciso lembrar da seguinte relagao:

CQ-QD = AQ-BQ

Como:
CQ = AQ =6
Entdo:
6-QD = 6-BQ
~ QD = BQ (I)
Agora, utilizando uma outra propriedade referente a um ponto externo a uma circunferéncia,
temos
PD? = PA-PB
Como:

PA=6+4+4+BQ=10+B0Q
PB =4
Substituindo, temos:
PD? = (10+BQ@)-4 (1D

Observe também que ha um triangulo retangulo, o qual é possivel fazer a relagao de Pitagoras:

C
A
Q
F 3 QB
Qb Wl
e 4

PD
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Logo:

hipotenusa? = cateto? + cateto?
(4+ BQ)* = QD*+ PD? (1)
Substituindo I e Il em Ill, vem:
(44+ BQ)? = BQ*+ (10+BQ)-4
(4 +BQ)> = BQ*+ 40+4-BQ
Abrindo o produto notavel da equagao, temos:
42 +2-4-BQ +BQ*= BQ*+ 40+ 4-BQ
4 4+2-4-BQ = 40+4-BQ
16 +8-BQ = 40 +4-BQ
(8—4)-BQ =40-16

4-BQ =24
.'.B :—:6
¢ 4

Assim, temos como resposta:
BQ=DQ =6
Substituindo em Il, temos:

PD? = [10 + (6)] - 4

PD? = 164
PD? = 64
“PD = +v64 =8

Por fim, temos a seguinte figura:
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P

Assim, é possivel afirmar que o ponto Q é centro do circulo pois divide em tamanhos iguais
as cordas que por ele passam.

Além disso, asoma BQ +DQ +DP =6 + 6 + 8 = 20.

Letrac.

055. (FGV/PROCEMPA/TECNICO EM TECNOLOGIA DA INFORMACAO E COMUNICACAO/2024)
A figura a seguir mostra trés poligonos regulares todos com lados do mesmo tamanho e
com os vértices A, B, Fel sobre aretar.

O angulo GJH mede em graus:
a) 54
b) 57
c) 60
d) 63
e) 66
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£x

Essa &€ uma questao muito interessante em que devemos utilizar tridangulos isdsceles. Nesse
tipo de tridngulo, dois lados sao iguais e os angulos opostos respectivamente a eles sdo
também iguais.

Primeiramente, vamos descobrir o angulo interno do pentagono:

(n—2) (5-2)

3
Uy = 180° « a5 = .180° = —.180° = 3.36° = 108°

5 5

Sabendo disso, pode-se afirmar que o angulo suplementar de 108° é igual a 72°. Como os

lados BC € CF s3o iguais, o triangulo BCF é isdsceles.

D

//\c "'__,,--'

E . l._-

0\ :. '\I

\ f \

\ * 2

\ F2%-
r . 72“ Ibf"} rB
A B ¥ I

Em volta do vértice F, temos um angulo raso, de 180°, formando pelo angulo CFB = 72°, o
angulo interno do quadrado que é de 90° e o angulo GFl, cuja medida é igual a 3. Podemos

determina-lo:
72°+90° + B = 180°
162° + p = 180°
s B =180° —162° = 18°

Como os lados FG € GI sao iguais, o tridngulo FGI é isdsceles.

¥ |
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Agora, no tridangulo FGI, sendo y o angulo FGI, a soma dos angulos internos é dada por:
18°+18°+y = 180° . y = 180° — 36° = 144°

Em volta do vértice G, temos um angulo de 144°, um triangulo e um quadrado. O préximo
passo é descobrir o angulo interno do triangulo e do quadrado:
(n—2) (3-2)

1
a, - .180° « a5 = 3 .180° = 5_130c> — 60°

_(4-2)
4

2
ay .180° = r 180° = 90°

Atente-se que no vértice G temos uma volta completa.

G:90° +y +60°+ 6 = 360°
90° + 144° + 60° + 6 = 360° . § = 360° — 294° = 66°

O tridangulo HGJ é isésceles, porque o lado do quadrado é igual ao lado do tridangulo. Entao,
podemos notar dois angulos iguais nele:

Agora, no triangulo HGJ, a soma dos angulos internos é dada por:
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§+a+a=180°
& 2a = 180° — 66° = 114°

1140

o= = §7°

056. (INEDITA/2024) O palco e o auditério foram construido na forma de arcos de circunferéncia
AB e CE, que possuem o mesmo centro O e o mesmo raio R =10 m.

palco palco
A/\ . A/\ "

60°

— -

C \/ E C E

120° B

D D

auditério auditorio

Sendo a, e y os angulos de visada dos espectadores C, D e E, a respeito desse auditorio,
julgue os seguintes itens:

Dado: 1 = 3; sen 120° = 0Q,5.

Os angulos de visada dos espectadores C, D e E sao iguais.

+=

£ X
Observe que os angulos CAB, DAB e EAB sao angulos inscritos, porque os pontos C,D e E

sao pontos da circunferéncia. Uma propriedade muito importante dos angulos inscritos é
que todos os angulos inscritos no mesmo arco tém a mesma medida.
Certo.

057. (INEDITA/2024) O angulo de visada de D é igual a 60°.
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Pela primeira figura, o angulo central no arco AB é igual a 60°. Pelas propriedades da
circunferéncia, o angulo inscrito corresponde a metade do angulo central. Portanto, esse
angulo mede 30°.

Errado.

058. (INEDITA/2024) O comprimento do palco é igual a 10 metros.

+=

£ X
O comprimento total de uma circunferéncia (360°) é igual a 21tR. O arco de 60° corresponde

a 1/6 da circunferéncia. Entdao, podemos escrever:

|, 60" 2mR_mR_m-10
TR e T 6 3 3

059. (INEDITA/2024) A drea do tridngulo COE corresponde a 25% da area do setor circular COE.

+=

< %
A area do tridangulo pode ser calculada pela lei das areas como o semiproduto de dois lados

pelo seno do angulo formado entre eles:

absenC_10-10-scn120°_10-10-0,5_

S 15 = 2
triangulo 2 2 2

25m

Portanto, a relagao entre as areas é:

Srﬂ'ﬁn.gn lo 25

=—=0,25=25%
Ssetor 100

060. (INEDITA/2024) Considere o tridngulo ABE indicado na figura associada. Os tridangulos
ABC, BCE e DEF sao retos.
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B
F
[ 1 !
A C D E

Julgue os itens a seguir.
Suponha que os lados do tridangulo DEF estdo em Progressao Aritmética. Sabendo que a
razao é 2, entao a hipotenusa desse triangulo sera 10.

+=

< %
Uma PA com trés termos pode ser escrita da seguinte forma:

(x—rx,x+71)
Como o problema informa que a razao é 2, temos:

(x—2,x,x+2)

Lembre-se que a hipotenusa sempre é maior que qualquer um dos seus catetos. Assim,
nesse caso, a hipotenusa vale x+2. Substituindo esses valores no Teorema de Pitagoras:

hipotenusa® = cateto?® + cateto® - (x+2)? = x2+ (x —2)?

Abrindo os produtos notaveis e resolvendo:
(x2+2-x-2+422)= x4+ (x2—-2-x-2+27%)
x?+4x+2%= x*+x?—4x+ 22
Podemos simplificar dos dois lados os termos “x? + 4”.
X+ A4x+4=x*+x*—4x+4
4x = x*? —4x

x2—8x=0

Por fator comum, temos que:
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x(x—8)=0

Entdo x=0 ou x=8. Como o valor de x ¢ uma medida, este deve ser diferente de 0. Logo, x = 8.

Substituindo na férmula da hipotenusa, encontramos:

hipotenusa = x + 2
hipotenusa = 8 + 2

~ hipotenusa = 10

061. (INEDITA/2024) Suponha, agora, os seguintes valores: DE = 4 cm, CE=8cm e FD = 3
cm. Entdo o lado BC mede 12 cm.

+ =
"?6_?8@

Pararesolver este problema, basta lembrarmos da semelhanga de tridangulos. Observe que

o tridngulo DEF é semelhante ao tridangulo ABE (pelo caso angulo —angulo —angulo ou AAA).

Assim, temos a seguinte figura:

B
F
3cm
|| .
A C D 4cm E
12 cm

Entao:

Lado DE B Lado FD
Lado CE ~ Lado BC

Substituindo os valores, obtemos:
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4 3
12 «x
x-4=12-3
x-4= 36
_36_9_
x—4— cm

062. (INEDITA/2024) Considere que ABE = 90° e BC = 12 cm. Além disso, AC = 9 cm. Entéo,
pode-se afirmar que BE = 20 cm.

+=

£ %
Os triangulos ABC e BEC sao semelhantes pelo caso AAA. Basta rotacionar o tridngulo ABC

no sentido horario para facilitar a observagao. Assim, temos:
Angulo BAC = Angulo EBC
Angulo ABC = Angulo BEC
Angulo ACB = Angulo BCE = 90°

Observe a figura com os dados do problema:

e
B
\.\\

e

[ ] _
A C D E

9cm

Para achar o valor de x, precisamos antes saber o valor de AB.

Note que se trata de um multiplo do tridngulo pitagérico classico (3, 4, 5). Multiplicando
todos os lados por 3, temos um tridngulo de lados (9, 12, 15). Assim, AB = 15cm.

Através da semelhanga dos tridngulos, obtemos a seguinte expressao:

Lado AC Lado AB
Lado BC  Lado BE
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Substituindo os valores, temos:

9 _15
12 X
x-9=12-15
x+-9= 180
180

x=—=20cm
9

063. (INEDITA/2024) Considere que ABE = 90° e que DEF = ¢ . Se DFE = 2a, entdo
ABC = 20°.

+ =
-‘réjx

Lembre-se de que a somatodria de todos os angulos internos de um tridangulo sempre vale
180°. Observe, a seguir, o tridngulo com os dados do problema, com 06 igual ao dngulo a ser

descoberto.
B
0
F
20
] | a
A C D E

Pelo tridangulo DEF, temos:
Entao, e . Pelo triangulo BCE, temos, por semelhanga de triangulos:

Substituindo todos os dados do problema, temos:
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B
a7 60°
F
60°
& | 30°
A C D E

Logo, o dngulo é complementar ao angulo.
Errado.

064. (INEDITA/2024) Sabendo que a reta CE é bissetriz do angulo C, determine o perimetro
do paralelogramo ABCD:

a) 36
b) 40
c) 56
d) 64

+=

=< %
Seja DCE =, como CE é bissetriz, os angulos DCE e ACE sao iguais. Além disso, como AE e CD

sao paralelas, o angulo AEC é igual também a.
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D

Assim, o tridngulo ACE é isésceles. Portanto, a medida AC é igual a 8. Em um paralelogramo,
AC = BD e AB = CD. Portanto, o seu perimetro é:
Letra b.

065. (INEDITA/2024) Trés cidades A, B e C estdo situadas a uma distancia de 400 km uma da
outra, formando um triangulo equilatero. Deseja-se construir uma central de monitoramento
de vizinha, que deve se situar em um ponto O a uma mesma distancia de todas essas cidades.
Sabendo que (1,73)2 = 3, é possivel afirmar que a distancia entre a central de monitoramento
e cada uma das cidades é:

a) 160 km.

b) 200 km.

c) 231 km.

d) 300 km.

e) 346 km.

+=

£ X
Observe que a central de monitoramento O se localiza no centro da circunferéncia circunscrita

ao triangulo ABC, tendo em vista que os segmentos OA, OB e OC tém o mesmo comprimento.
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Podemos calcular o raio usando a Lei dos Senos, observando que os angulos internos do
tridngulo sdo iguais a 60°.

Fazendo as contas, temos:

Letrac.

066. (INEDITA/2024) O trapézio isésceles ABCD é tal que o lado AB é paralelo ao lado CD.
Além disso, sabe-se que os lados AC e BD sao iguais a 10 cm. Sabendo que o lado AB = 20
cm e que o lado CD = 8 cm, assinale a alternativa que indica a area do trapézio.

a) 96

b) 112
C) 144
d) 160
£
Vamos desenhar o trapézio como pedido no enunciado.
8
10
20

Para calcular a area do trapézio, precisaremos desenhar sua altura.

8
10
6 8 6
4 >
20
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1"64‘; ra obter a altura, podemos usar o teorema de Pitagoras, tendo em vista que a altura h

€ um cateto de um tridangulo retangulo com hipotenusa igual a 10.

A area do trapézio pode ser obtida como a média aritmética das bases multiplicada pela
altura.

Letra b.

067. (INEDITA/2024) Calcule o perimetro da seguinte figura plana.

A 12 B
6

C 20 D
a) 42
b) 44
c) 48
d) 50
e) 52

Podemos fazer uma construgao auxiliar paralela a altura do trapézio.

A 12 B

C D
20

Assim, BD é a hipotenusa de um tridangulo retangulo. Essa hipotenusa pode ser calculada
pelo Teorema de Pitagoras:

Assim, o perimetro do trapézio pode ser obtido como a soma de todas as suas dimensdes:
Letra c.
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